Eigenschaften des Skalarproduktes

In der Regel wird das Skalarprodukt Gber die Formel
a-b=|a|-|b|-cosy definiert. Hierbei steht [3| fiir die
Lange des Vektors a. Mit y als eingeschlossener
Winkel ergeben sich direkt die folgenden

Eigenschaften:

1. Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst ist gleich dem Quadrat
seiner Lange und daher niemals negativ.

Es ist genau dann null, wenn der Vektor der Nullvektor ist.

Kurz: 3-a=[3]°>0 und aus 3-3=0 folgt: 3=0.

Das Skalarprodukt ist symmetrisch. D. h. a-b=b-3 (Kommutativgesetz).
Es gilt das Distributivgesetz: a-(b+¢)=3-b+3-¢.

-

Fiir die Multiplikation mit einer reellen Zahl r gilt: r-(3-b)=(r-3)-b.

Fur 220 und b0 ist das Skalarprodukt genau dann null, wenn die

beiden Vektoren orthogonal zueinander sind.

6. Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist genau dann positiv (negativ),
wenn der Winkel spitz (stumpf) ist (— siehe unten).

7. Das Ergebnis beim Skalarprodukt zweier Vektoren ist kein Vektor,
sondern eine Zahl (Skalar).

8. Neben der Darstellung des Skalarprodukts mit Vektorlangen und Winkel

gibt es eine weitere Darstellung mit den Koordinaten der Vektoren:
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Hierbei gilt: a-b=|a,|(b

Al

) =a,-b,+a, b,ta,b,.
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Die Gultigkeit von dieser Eigenschaften folgt unmittelbar aus der obigen
Definition.

Die Eigenschaft 2. folgt direkt aus 8. (aufgrund des Kommutativgesetzes der
Multiplikation reeler Zahlen) oder mit Hilfe der Kosinusfunktion (gerade!).

Zum Nachweis von 8. beschreiben wir @ und b als Linearkombination mit den
(zueinander orthogonalen) Einheitsvektoren €,=(1/00),€&,=(0|1|0) und
€,=(0[0[1) . Firr beliebige reelle Zahlen a, a, a; b, b, und b, folgt:
&-b=(a,-€,+a,€,+a,E,)(b, & +b,E,+b, &,
=261 Dy 61+ by €,4 by 3]+, €, b6+ Dy €54 by 63 )+85 €5 (by €+ Dy 6,4 by €y
3j_a1b1-5151+ﬁb2-é152+a1b3-é’1%+a2b2-1+0+a3b3-1+0

=1 (1) =0, da €, Lle, und e, (5.)
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