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1 Vorbemerkungen

1.1 Intention der Handreichung

Die vorliegende Handreichung mdchte die Kolleginnen und Kollegen dabei unterstiitzen, die neuen
Bildungsplane fur das Fach Mathematik an beruflichen Gymnasien umzusetzen. Die vorgestellten
Unterrichtsbeispiele wurden von den in die Handreichungskommission berufenen Kolleginnen und
Kollegen erarbeitet, diskutiert und redigiert. Deren unterschiedliche Schwerpunktsetzung und die ver-
schiedenen unterrichtlichen Ansétze spiegeln sich in den Beitrdgen wider.

Im Folgenden werden einige Besonderheiten im Aufbau der Bildungsplane erlautert und begriindet.
Um die Mathematiklehrkréfte fir die Neuerungen zu sensibilisieren, schlielen sich eine Gegenuber-
stellung der Bildungsplédne mit dem bisherigen Lehrplan sowie ein Vergleich zwischen den Unter-
richtsinhalten auf dem grundlegenden und auf dem erhéhten Anforderungsniveau an.

Anregungen zum Einsatz digitaler Mathematikwerkzeuge im Unterricht finden sich im zweiten Kapi-
tel dieser Handreichung, aber auch in vielen der im Folgenden vorgestellten Aufgaben- und Unter-
richtsideen.

Fur diejenigen Bildungsplaneinheiten, die im Vergleich zum bisherigen Lehrplan neu sind oder die
nun in der Eingangsklasse statt in der Jahrgangsstufe verortet sind, bietet Kapitel drei der Handrei-
chung ausfiihrliche Unterrichtsbeispiele. Dariiber hinaus werden hier Aufgaben zum Problemlésen
und zur regelméRigen Wiederholung vorgestelit.

Im vierten Kapitel finden sich Anregungen fiir individualisierten Unterricht und Vertiefung.

1.2 Intention und Aufbau des neuen Bildungsplans

Die Neugestaltung der Bildungsplane fir die beruflichen Gymnasien erdffnet die Chance, bewéhrte
Strukturen weiterzuentwickeln und Neuerungen, wie sie unter anderem durch die Kultusministerkon-
ferenz vorgegeben sind (s. Vereinbarung zur Gestaltung der gymnasialen Oberstufe und der Abitur-
prifung: https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/veroeffentlichungen_beschluesse/1972/1972 _07_07-
VVB-gymnasiale-Oberstufe-Abiturpruefung.pdf ), aufzunehmen.

Die T-Struktur der Bildungsplane wurde beibehalten: In jeder Bildungsplaneinheit (BPE) werden in
kursiver Schrift die tibergeordneten Ziele beschrieben; die Tabellenkdpfe darunter enthalten Zielfor-
mulierungen mit den zu erwerbenden Kompetenzen in den jeweiligen fachspezifischen Operatoren.
Die zweispaltige Tabelle gewahrleistet eine tbersichtliche Darstellung der verbindlichen Inhalte in der
linken Inhaltsspalte und deren Ergénzung in der rechten Hinweisspalte.

Im Vergleich zum alten Lehrplan ist die Inhaltsspalte ausfuhrlicher, denn die neuen Bildungsplane
weisen bereits im alten Lehrplan implizit enthaltene Inhalte explizit aus. Neu sind des Weitern (iber-
geordnete Bildungsplaneinheiten wie Modellieren und Problemldsen, die eine Kompetenzorientierung
des Mathematikunterrichts starken sollen. Fir die aktuellen Bildungspléane gilt ebenso wie fur seine
Vorganger: Der Bildungsplan gibt nicht vor, in welcher Reihenfolge der Unterrichtsstoff innerhalb der
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Eingangsklasse beziehungsweise innerhalb der Jahrgangsstufe zu bearbeiten ist. Fir einige Bildungs-
planeinheiten ist sogar ausdrucklich ein didaktisch geschicktes integratives Unterrichten vorgesehen.
Vorschldge fur eine mogliche Stoffanordnung finden sich an mehreren Stellen in dieser Handreichung.

Die Bildungsplane fur das grundlegende und das erhéhte Anforderungsniveau sind parallel aufgebaut.
Die Bildungsplaneinheiten 1 bis 7, die die Eingangsklasse betreffen, sind fur beide Niveaus identisch.
Ziel ist es, die Schilerinnen und Schuler, unter anderem durch entdeckendes und problemltseorien-
tiertes Lernen, durch Verwendung mathematischer Fach- und Symbolsprache sowie durch erste ma-
thematische Beweisideen auf den Mathematikunterricht in der Jahrgangsstufe vorzubereiten. Im Laufe
des ersten Schuljahrs am beruflichen Gymnasium missen die Lernenden entscheiden, ob sie Mathe-
matik in der Jahrgangsstufe auf grundlegendem oder auf erhéhtem Anforderungsniveau belegen
mdchten. Damit sie diese Entscheidung auch in Bezug auf die anstehenden Unterrichtsinhalte mdg-
lichst fundiert treffen konnen, greift der Bildungsplan wesentliche, fur die Schilerinnen und Schiiler
neue Themen wie Vektorgeometrie und Differenzialrechnung bereits in der Eingangsklasse auf. Bei-
spiele fiir die Umsetzung dieser Themen in der Eingangsklasse, die insbesondere auch die Intention
des Lehrplans zum Ausdruck bringen, zeigt Kapitel 3.3 der Handreichung auf.

Legt man die Bildungspléne des grundlegenden und des erhdhten Anforderungsniveaus fiir die Jahr-
gangsstufe nebeneinander, so lassen sich zahlreiche inhaltliche Unterschiede und — anhand der Bei-
spiele in der rechten Spalte — intendierte Niveauunterschiede ablesen. Im Vergleich zum bisherigen
Lehrplan tritt aber vor allem die Lineare Algebra in verdnderter Form auf: Fur alle Schiilerinnen und
Schuler, die Mathematik auf dem grundlegenden Anforderungsniveau gewahlt haben, ist kinftig die
Vektorgeometrie verbindlich. Diese Entscheidung wurde mit Blick auf die Hochschulen und mit dem
Ziel, die Basis einheitlicher Vorkenntnisse bei Studienbeginn zu verbreitern, getroffen. Mathematik-
kurse auf dem erhéhten Anforderungsniveau weisen zukiinftig einen Profilbezug auf. Dieser wird im
Wesentlichen lber das Thema ,,Matrizen* hergestellt.

Auf erhdhtem Anforderungsniveau enthélt der aktuelle Bildungsplan zudem neue Inhalte: Untersu-
chung von normalverteilten ZufallsgroRen und, fur die Technischen Gymnasien, Beschreibung von
elementargeometrischen Abbildungen mit Matrizen. Unterrichtsbeispiele dazu finden sich in Kapitel
3.4.
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Alter Lehrplan und neuer Bildungsplan im Vergleich — eine Ubersicht

Eingangsklasse
BILDUNGSPLAN ALT BILDUNGSPLAN NEU
Schuljahr Lehrplaneinheiten Zeitricht- Gesamt- Schuljahr Bildungsplaneinheiten Zeitricht- Gesamt-
wert stunden wert stunden
Eingangsklasse Handlungsorientierte Eingangsklasse VIP [Vertiefung - Individualisiertes
Themenbearbeitung (HOT) 0 Lermen — Projektunterricht) 40 40
1 Funktionen in Anwendungen und ihre < Zeit fir die Leistungsfeststallung 20 0
Schaubilder, zugehdrige Gleichungen 75 1 Vertiefung der Mathematik aus
e 25 Sekundarstufe | 15
Zeit fir Leistungsfeststellung und zur 2 Potenzfunktionen und zugehérige
méglichen Vertiefung Gleichungen 10
3 Polymomfunktionen und zugehdrige
Gleichungen 20
4 Exponentialfunktionen und
zugehdrige Gleichungen 20
5 Modellieren mit Funktionen und
Problemlgsen 10
& Anderungsrate und grafisches
Differenzieren 10
7 Vektorielle Geometrie - Grundlagen 15 100
160
Jahrgangsstufen 1 und 2
BILDUNGSPLAN ALT BILDUNGSPLAN NEU
Schuljahr Lehrplaneinheiten Zeitricht- Gesamt- Schuljahr Bildungsplaneinheiten  Zeitricht- Gesamt- Zeitricht Gesamt
wert stunden wert Stunden wert Stunden
el el gN gN
Jahrgangsstufen Handlungscrientierte Jahrgangsstufen = WIP [Wertiefung —
lund2 Themenbearbeitung (HOT) 36 1und2 Individualisiertes
3 Analysis 75 Lernen—
4 Lineare Algebra 55 Projektunterricht) S0 o0 72 72
5 Stochastik |l 30 Zeitfir die
E Wahlthemen 20 216 Leistungsfeststellung 45 45 36 36
Zeit fir Leistungsfeststellung und zur B Problemldsen 10 10
maéglichen Vertiefung 5 Modellieren 10 10
10 Trigonometrische
Funktionen und
zugehdrige
Gleichungen 15 15
11 Verknipfung,
Verkettung und
Umkehrung von
Funktionen 5 5
12 Differenzial-
rechnung a5 30
13 Integralrechnung 15 20
14 Aufstellenvon
Funktionstermen 5 5
15 Optimieren 15 10
16 Vektorielle
Geometrie —Vertiefung 25 20
17 Stochastik 45 30
18 Lineare
Gleichungssysteme 10 10
15 Matrizen (WG:
Produktionsprozesse) a5
20 Matrizen (TG:
Abbildungsmatrizen) (25)
21 Matrizen (Sonstige:
Ubergangsprozesse) (25)
22 Wahlgebiete 20 225 15 180
360 288
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Eingangsklasse

Neu im Bildungsplan — Unterschiede grundlegendes und erhdhtes Niveau

Bildungsplaneinheit

Beschreibung der Ande-
rungen

BPE 1 Vertiefung der Mathematik aus Sekundarstufe |

15

Die erste Bildungsplaneinheit umfasst Themen, die die Schiilerinnen und Schiiler in der Sekundarstufe |
bereits kennen gelernt haben kénnen, die jedoch im Verlauf der Eingangsklasse in unterschiedlichen
Aspekten vertieft und erweitert werden. Daber ist nicht nur an eine inhaltliche Vertiefung gedacht; vielmehr
sollen die Schiilerinnen und Schiiler anhand bekannter Themen an das Arbeiten in der Sekundarstufe If
herangeliihrt werden. Die Schiilerinnen und Schiiler entwickeln eine Grundvorstellung mathematischer
Begriffe, die es thnen erlaubt, Inhalte zu verkniipfen und mathematische Aussagen selbststindig

abzuleiten. Sie lernen an einzelnen Beispielen den Beweis als wesentliches Element der Mathematik kennen
und erfahren so ein tieferes Verstindnis mathematischer Inhalte.

Die BPE 1 dient der Vertie-
fung von Themen aus der
Sek. | aber auch dem Heran-
fiihren an die Arbeitsweisen
der Oberstufe, wie:

o selbstdndig mathe-
matische Aussagen
ableiten

¢ Beweise nachvollziehen

Die Einheit soll tbers Jahr
passend verteilt und nicht
geschlossen unterrichtet
werden.

BPE2.1

Die Schiilerinnen und Schiiler skizzieren Graphen von Potenzfunktionen. Sie ermitteln die

h

Eigenschaften von Potenzfunktionen

d von den Funkti ermen und

Funktionsgraphen und erldutern den Stetigkeitsbegriff anschaulich anhand der Graphen

von Potenzfunktionen.
Funktionstypen z. B. Sektgldser, Schwingungsdauer Pendel,
flachengleiche Rechtecke
e fx)=x" mitn € N* z.B.f(x) =x°
e fx)=x" mitn € N* z2B.fx)=x"?
. f(x):x% mitn € N* z.B.f[x):xgzw

Funktionsgraphen

¢ globales Verhalten: fiir x — oo gilt f(x) —. ..

z.B.in Abhingigkeit von a: f(x) = a - x*
waagerechte Asymptote: f(x) = %‘F d

¢ Verhalten bei Anndherung an die Definitionsliicke

senkrechte Asymptote
anschauliche Einfiihrung des
Stetigkeitsbegriffs

¢ Symmetrie:
zum Ursprung f(—x) = —f(x),
zury-Achse f(—x) = f(x)

®  Definitions- und Wertebereich

*  Stetigkeit

Zeichnen des Graphen ist ohne Absetzen des
Stifts moglich

In diesem Bildungsplan wur-
de der Versuch unternom-
men, moglichst vollstandig
zu beschreiben, welche
Kompetenzen (T-Kopf) die
Schiilerinnen und Schuler
erreichen sollen. Dies ge-
schieht mit den Inhalten der
jeweiligen BPE (linke Spal-
te) wobei die notwendige
Tiefe in der rechten Spalte
beschrieben ist.

Dort tauchen auch Beispiele
mit Parametern auf, deren
Wert berechnet oder deren
Wirkung auf ein Schaubild
beschrieben werden soll.
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Die Schiilerinnen und Schiiler besti aus grafi: isch eder verbal gegebenen
Funktionseigenschaften einen geeigneten Ansaiz und Bedingungen, die zur Ermittlung des

Funktionsterms dienen. Ebenso ermitteln sie in geeigneten Fallen den Funktionsterm.

BPE33

b tabell

Aufstellen von Funktionstermen aus

#  Funktionsgraph z.B.

s Text flx) = ax® + bx* + 2

e Wertetabelle flx)= ;Lxs +ax® + bx
&) = alx — % )(x — xo)°

In der Eingangsklasse auftre-
tende Gleichungssysteme
sollen mit aus Sek. | bekann-
ten Verfahren geldst werden.
Dies ist an den Beispielen

Die Bildungsplaneinheit dient der vorbereitenden Begriffsbildung fir die Differenzialrechnung in den
Jshrgangsstufen, Die Schilerinnen und Schiiler entwickeln handlungsorientiert eine grundsstzliche
Vorstellung der Begriffe momentane und durchschnittliche Anderungsrate. Sie erweitern ifre
Modellferungs- und Problemidsekompetenz, indem sie Realsitustionen mathematisch durch den Begriff der
Anderungsrate aus einem weiteren Blickwinke! untersuchen und beschreiben kénnen. AbschiieBend lernen
die Schiilerinnen und Schiler erste Zusammenhsnge der Graphen von Funktion uad Stejgung kennen und
formulieren davon susgehend erste Hypothesen uber den slgebraischen

.
1ENNaNg.

erkennbar.

BPE3.5 Die Schulerinnen und Schuler deuten P .f L funktionen und ihre Eig: : haften in einem ES tauchen bereits Optimie_
gegeb Sact hang, zum Beispiel aus der Wirtschaft, Technik oder
Nmmmwwm rungspr0b|eme auf, die aber
Optimi und retieren Wertetabellen, Funkti hen und
T grafisch oder mit Hilfe der

Wertetabelle gel6st werden,
wenn der Grad der Zielfunk-
tion groler zwei ist.

BPE6 Anderungsrate und grafisches Differenzieren 10 BPE 6 ”Ande rungsrate

und grafisches Ableiten ,,
steht neu im Bildungsplan
der Eingangsklasse. Der
Schwerpunkt liegt auf der
anschaulichen Bedeutung der
Ableitung und dem Bilden
von Hypothesen. Die Einheit
soll auf die Denkweise in J1

vorbereiten.

BPET Vektorielle Geometrie — Grundlagen 15

Die Schiilerinnen und Schiiler lernen Vektoren als geeignetes Hilfsmittel zur Beschreibung geometrischer
Objekte in der Ebene und im Raum kennen. Sie erweitern ihr raumiiches Vorstellungsvermdgen und
machen sich mit der vektoriellen Schreibweise vertraut, Sie nutzen die Vekforrechnung als effektives
Werkzeug zur analytischen Behandlung geometrischer Fragestellungen und stellen fachibergreifende
Verbindungen her.

BPE 7 ,,Vektorielle Geo-
metrie — Grundlagen* ist
neu in der Eingangsklasse.
Es sollen Grundlagen im
Umgang mit Vektoren im
dreidimensionalen Raum
gelegt werden.

Die Einheiten Trigonometri-
sche Funktionen und
Stochastik | sowie das The-
ma ,,Umkehrfunktion* finden
sich jetzt in J1 bzw. J2.
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Jahrgangsstufe 1 und 2

Bildungsplaneinheit

Beschreibung der Anderungen

Analysis

Erhohtes
Niveau

Grundlegendes
Niveau

BPES ‘ Problemlosen 10

Bei der Behandlung neuer und unbekannter Fragestellungen lernen Schilerinnen und Schiiler
Problemlidsestrategien kennen und wenden diese an. Dies erfolgt integrativ, Uber alle inhaltlichen

Thy iche (Bild iten) hinweg, sodass die Schalerinnen und Schifler sukzessive
mit den Methoden mathematischen Problemlosens vertrauf werden. Dazu werden [ erngelegenheiten
mitoffenen Aufgaben (Prob ben) haiffen, in denen die Schilerir und Schiiler

und umsetzen. Sie verwenden dsbei unterschiedliche

sndig einen Lo 7 entwic)
itfel und Problemit ihr Vorgehen und
dakumentieren ihre Gedanken. Dadurch erhalfen sie einen Einblick in das Wesen der Mathematik.

trategien. Sie reflektieren und diskutic

BPE 8 ist in Ganze neu im Bildungsplan.
Problemldseaufgaben sollen verteilt iber
die zwei Jahre an geeigneten Stellen gestellt
werden. Durch den wiederholten Umgang mit
diesen neuen Aufgabenformaten und ihren
Ldsungsstrategien gewinnen die Schillerinnen
und Schiiler die notwendige Sicherheit.

BPE10 T che Funk und h 15
Gleichungen

Die Schilerinnen und Schiler definieren den Sinus und den Kosinus eines Winkels am
Einheitskreis und erweitern damit ihre sse der Tri trie. Sie entdecken die

ig ischen Funktic 2ur Mathematisierung periodischer Vorgange und lernen
die Ejgenschaften der allg Sinus- bzw. funktion kennen. Dariber hinaus
ubertragen die Schilerinnen und Schiler bekannte Losungsstrategien auf
trigonometrische Gleichungen.

Transformationen
Reihenfolge an Bei-
spielen der Form
fx) = asin(b(x —
0)+d

Transformationen
Reihenfolge an Bei-
spielen der Form
f(x) = asin(x —

c) +doder f(x) =
asin(bx) +d

Bestimmen von
Funktionstermen
fx) = asin(b(x —
0)+d
Extrempunkte,
Schnitt mit Mittel-
linie

Bestimmen von
Funktionstermen
f(x) = asin(bx) +
d

Ldsen von Gleichun-
gen

zum Beispiel 0 =
cos(2x + 3)
Darstellung unend-
lich vieler Ldsun-

Losen von Gleichun-
gen ohne Verschie-
bung in x-Richtung
zum Beispiel 0 =
cos(2x)

plan in der Eingangs-

gen

BPE1L Verlntpfing, Verkettung und Umkehung von 5 Die Inhalte von BPE | Verkettete Funktio-
Funktionen

Die Schiilerinnen und Schiiler verkniipfen bisher bekannte Funktionen mittels Addition 1 1 ver kette te nen we I‘d ennur m | t
und Multiplikation und erweitern damit sowohl ibre Vorstellung von Rechenaperationen
als auch ihr Repertoire an Funktionen. Sie wiederholen die Eigenschaften der bekannten F un kt| onen u nd d | e | | nearer | nnerer
Funktionen und tbertragen ihre Strategien zur Funktionsuntersuchung, um
exemplarisch die Eigenschaften von Summen- beziehungsweise Produktfunktionen zu H -
S e te st o eenatens - — Umkehrfunktion Verkettung behan
mihrfumiction, - i waren im alten Lehr- | delt, und die Um-

kehrfunktion fallt




Es werden nur VVolu-
mina, die durch
Rotation um die x-
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klasse implizit ent- weg. Inhalte, die im
halten, sie werden grundlegenden Ni-
hier ausftihrlich for- veau entfallen, wer-
muliert. den hier im Text des
erhdhten Niveaus
gestrichen.
BPE123 Die Schiileril und Schiiler den dit i egeln fir . . . .
CEEEEA U S0 L T G Allgemeine Ablei- Allgemeine Ablei-
Regeln in einfachen Fallen.
tungsregeln tungsregeln
Neu: Ableitung Kettenregel nur
von f(x) = In(x) ist | mit linearer inne-
1 .
fe) =< rer Funktion

BPE12.4 Die Schiileri und Schiiler skizzi den Graph einer Funktion i i
aus der Kenntnis des Graphs der Ableitungsfunktion und erliutern Stammfunktionen Stammfunktionen
den hang beider Grapk Sie begriinden die Nicht-

Eindeutigkeit der St funktion. Dariiber hinaus bestimmen sie . i
funktionen von Gr k deren Linearkombination (zusatzlich In(x)
und deren lineare Verkettung und wenden Ableitungsregeln zur
Uberpriifung an. Bie Sehiiteri chi : als Stammfunktion
Funlctionals Stammfunlcbienvenx ——
x 1
von £(x) =)

BPE 12.5 Die Schiilerinnen und Schiiler bestimmen eine Gleichung der Tangente in i i i i B

. ﬂﬁ-n--:e:f:mm In BPE 12.5 wird in beiden Niveaus nur die
Tangente in einem Kurvenpunkt verlangt.
Es entfallen die Normale und die Tan-
gente von auf3en.

BPE13.1 Die Schitlerinnen und Schiiler deuten das bestimmte Integral als i i i
rekonstruierten Bestand sowie als Fliicheninhalt zwischen In BPE 13.1 wird die | In BPE 13.1 wird nur
Funktionsgraph und x-Achse. Sie enmitteln den Wert bestimmter
- naherungsweise die ndherungsweise
cchaterinen und Schaler dem et emes besammten mepaeasonanz| | BEFECHNUNG vON Berechnung von
orientierter Flacheninhalte und erlautem die Eigenschaften des .
bestimmn Inlegrats - Integralen mit Integralen ohne

Grenzwertbildung | Grenzwertbildung
behandelt. verlangt.
Hier sind explizit die
Ober- und Unter-
summe mit Sum-
menschreibweise
sowie das Bestimm-
te Integral als
Grenzwert einer
Summe formuliert.
BPE133

Es wird keine Vo-
lumenberechnung




isch und b

Velctorgeometrie sowie derStochastile Optimierungsaufgaben

dieser mit Hilfe

eich ihrer

unterschiedlicher Lésungsstrategien. Sie beurteilen Losungsansatze,
interpretieren den Giiltigkeitst i

th hen

Beschreibung und erldutern das Vorgehen zur Losung von
Optimierungsproblemen in unterschiedlichen Kontexten.

auch Optimierung
an Funktionsgra-
fen enthalten. In
Génze neu sind Op-
timierungsaufga-
ben aus Stochastik
und Vektorgeo-
metrie.

- Mathematik
Achse entstehen verlangt.
berechnet.
BPE15.1 Die Schiilerinnen und Schiiler beschreiben auf der Grundlage ihrer
Kenntnisse aus der El trie, der Analysis, der In der BPE 15 ist Die BPE 15 be-

schrankt sich auf die
Optimierung an
Funktionsgrafen
und die anwen-
dungsorientierte
Optimierung.

Bildungsplaneinheit

Beschreibung der Anderungen

Vektorgeometrie

Erhohtes
Niveau

Grundlegendes
Niveau

BPE16.3

Die Schiilerinnen und Schiiler ermitteln einen Normalenvektor und
deuten diesen geometrisch als einen Vektor, der zu zwei
Spannvektoren einer Ebene orthogonal ist. Sie nutzenzur

Nur die Parameter-

Nur die Parameter-

problemen entfallt
der Abstand wind-
schiefer Geraden.

A P td form und Koordi- | form der Ebenengei-
Darstellung von Ebenen natenform der Ebe- | chung ist verbindlich.
e E— nengeichung sind
verbindlich.
BPE Die Schiilerinnen und Schiiler BPE Die Schislerinnen und
R P — 14 S BPE16.6 BPE16.4
berechnen Volumen von Abstinde und berechnen
elementaren geometrischen Volumen von elementaren H _ _
S S Bei den Abstands Es werden nur Ab
— stande zwischen

Punkten, Punkt
und Gerade und
Punkt und Koor-
dinatenebene be-
rechnet.

Es werden nur VVolu-
mina flr Quader
und Pyramiden mit
der Grundflache in
einer Koordinaten-
ebene verlangt.




Mathematik

Der Schnittwinkel zwischen Geraden und
Ebenen sowie zwischen zwei Ebenen ent-
fallt. Ausnahme ist der Schnittwinkel zwi-

schen Geraden und Koordinatenebenen s.

BPE 16.1.

Bildungsplaneinheit

Beschreibung der Anderungen

Stochastik

Erhohtes
Niveau

Grundlegendes
Niveau

BPE17.9 Die Schiilerinnen und Schiiler nennen Beispiele fiir diskrete und stetige
Z oBen. Sie i Situatit diezu
annahernd normalverteilten ZufallsgroBen fithren. Weiterhin nennen sie
die Bedeutung der Parameter it und o im Anwendungskﬂhte:dsuwie fiir
den Graph der Dichtefunktion und geben deren Funktionsterm an. Sie

b inli normalverteilter ZufallsgroBen und
interpretieren diese als Fliche unter dem Graph der Dichtefunktion.

Die Inhalte von BPE
17 Stochastik waren,
mit Ausnahme 17.8
und 17.9, im alten
Lehrplan implizit
enthalten. Sie werden
hier detaillierter aus-
formuliert.

Neu hinzu kommt
die Normalvertei-
lung.

Hier werden Nor-
malverteilung,
Sigma-Regeln und
Konfidenzinterval-
le nicht verlangt.

Bildungsplaneinheit

Beschreibung der Anderungen

Matrizen Erhohtes Grundlegendes
Niveau Niveau
BPE19* 'WG: Beschreibung von Produktionsprozessen durch 25 R ;
Matrizen Die Inhalte der BPE | Keine Behandlung

Die Schilerinnen und Schiler lernen Sachverhalte aus den Anwendungsbereichen der
Wirtschaftswissenschaften mit Matrizen und Vektoren darzustellen. Dabef wenden sie die
Matrizenmultiplikation und die invertierung von Matrizen an. im Mittelpunkt stehen
hierbei Modellierungsprozesse und die Entwicklung verschiedener Losungsstrategien und
keine aufwdndigen Berechnungen.

BPE20* TG: Beschreibung von Abbildungen mit Matrizen 25

Die Schiilerinnen und Schifler beschreiben elementargeometrische Abbildungen in der
Ebene mit Mitteln der linearen Algebra. Sie verwenden Matrizen und Vekioren zur
Bestimmung der Koordinaten ven Bildobjekten und erkennen den Zusammenhang
geometrischer Sachverhalte mit den zugehérigen Strukturen der Matrizenrechnung.

BPE21* AG, BTG, EG, SGG: Beschreibung von Austausch- und 25

Populationsprozessen durch Matrizen

Die Schilerinnen und Schiler stelfen Sachverhalte aus Anwendungsbereichien,
beispielsweise aus der Soziologie und der Biologie, mit Matrizen und Vektoren dar. Sie
verwenden Matrizen zur Modellierung von Zustandsinderungen bei Ubergangs- und
Populationsprozessen. Die Schilerinnen und Schiler erkennen die Bedeutung der
Matrizenrechnung fir dfe Vorhersage langfristiger Entwicklungen in Natur und
Gesellschaft.

19, 20 und 21 Matri-
zen werden profilbe-
zogen unterrichtet,
waobei in allen Profi-
len der gleiche
Grundstock der Re-
chenoperationen mit
Matrizen enthalten
ist.

des Themas Matri-
zen.
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Mathematik

2 Einsatzmoglichkeiten von digitalen Medien im
Unterricht

2.1 Unterrichtsbeispiele

,»Die Entwicklung mathematischer Kompetenzen wird durch den sinnvollen Einsatz digitaler Mathe-
matikwerkzeuge unterstiitzt. Das Potenzial dieser Werkzeuge entfaltet sich im Mathematikunterricht

e beim Entdecken mathematischer Zusammenhénge, insbesondere durch interaktive Erkundungen
beim Modellieren und Problemldsen,

e durch Verstandnisférderung fur mathematische Zusammenhange, nicht zuletzt mittels vielfalti-
ger Darstellungsmoglichkeiten,

¢ mit der Reduktion schematischer Abldufe und der Verarbeitung gréRerer Datenmengen,

e durch die Unterstutzung individueller Praferenzen und Zugéange beim Bearbeiten von Aufgaben
einschlieRlich der reflektierten Nutzung von Kontrollmdglichkeiten.

[Sekretariat der Standigen Konferenz der Kultusminister der Lander in der Bundesrepublik Deutsch-
land (Hrsg.), Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir die Allgemeine Hochschulreife — Beschluss
der Kultusministerkonferenz vom 18.12.2012. Berlin. S. 13.]

Diese vier in den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir die Allgemeine Hochschulreife genann-
ten Einsatzmoglichkeiten digitaler Werkzeuge sollen im Folgenden anhand von Unterrichtsbeispielen
illustriert werden.

2.1.1 ENTDECKEN MATHEMATISCHER ZUSAMMENHANGE

Bildungsplaneinheit 2.2 sieht vor, dass Schillerinnen und Schiiler Transformationen von Potenzfunkti-
onen durchfiihren und dabei zwischen den Darstellungsarten Term, Text und Graf wechseln. Das
exemplarisch mit dem Ausschnitt aus einem Expertenauftrag vorgestellte Gruppenpuzzle erlaubt den
Lernenden unter Nutzung der Mathematiksoftware GeoGebra, die bestehenden Zusammenhénge ei-
genstandig zu entdecken.

Mathematik Gruppenpuzzie

Verschieben, Strecken, Spiegeln

Expertengruppe I Zeit: 20 Minuten
Aufgabe 1
Gegeben:  f(x) = (x - ¢)® k(x)=vx—c

Beschreiben Sie, wie sich die zugehdarigen Schaubilder K: und Kk verdandern, wenn fiir ¢
unterschiedliche Zahlen eingesetzt werden. Beachten Sie auch, was fiir negative ¢ passiert.

Starten Sie den Geobebra Grafikrechner.
Geben Sie einen Funktionsterm ein

- bestdtigen mit Return. Geobebra
erstellt cinen Schicberegler fir c.
Bewegen Sie diezen mit dem Finger.

Aufgabe 2
Gegeben: h(x)=x* mit Schaubild K.

Das Schaubild K; entsteht durch Verschiebung von Ky,

(siehe Anhang)
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Zudem Uben die Schilerinnen und Schiiler, die gewonnenen Erkenntnisse unter Verwendung der
Fachsprache zu formulieren. Im Rahmen der Stammgruppenarbeit tauschen die Experten ihre Er-
kenntnisse aus und wenden sie auf Aufgaben, die das Wissen aller Experten erfordern, an. Zusétzlich
erarbeiten sich die Schilerinnen und Schiler nun, inwiefern die Reihenfolge der Transformationen das
Ergebnis beeinflusst.

2.1.2 VERSTANDNISFORDERUNG FUR MATHEMATISCHE ZUSAMMENHANGE

In der Sekundarstufe | haben die Schulerinnen und Schiiler gelernt, quadratische Gleichungen rechne-
risch zu I6sen und sich die Lésungsvielfalt dieser Gleichungen anhand maoglicher Nullstellen von Pa-
rabeln zu veranschaulichen. In der Eingangsklasse werden die Lernenden erstmals in Bildungs-
planeinheit 2 mit Gleichungen konfrontiert, die vier Losungen haben kénnen. Die Veranschaulichung
der jetzt groferen Losungsvielfalt mit einem digitalen Mathematikwerkzeug ist duRerst hilfreich und
motivierend.

Aufgabe:
a) Berechnen Sie mithilfe der Substitution x? = z die Lésungen der sogenannten biquadratischen
Gleichung x* — 5x? + 4 = 0.

b) Fassen Sie die linke Seite der Gleichung als Funktionsterm einer Funktion vom Grad 4 auf und
erzeugen Sie mit Hilfe des Ihnen zur Verfiigung stehenden DMW den Grafen der Funktion. Lesen
Sie die Nullstellen ab und vergleichen Sie mit lhren Lésungen.

c) Losen Sie wie in a) die Gleichung x* — x? — 2 = 0. Wie kénnte das Schaubild in diesem Fall
aussehen? Skizzieren Sie Ihre Vermutung und vergleichen Sie diese mit dem Schaubild, das Ihnen
Ihr DMW zeigt.

d) Verandern Sie die Gleichung aus c) so, dass sie keine Lésung hat. Uberpriifen Sie dies, indem Sie
diese Gleichung rechnerisch l6sen.

e) Kann man die Gleichung aus b) auch so verandern, dass sie 3 oder nur eine Lésung hat?

12
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2.1.3 REDUKTION SCHEMATISCHER ABLAUFE

Das ausschnittsweise vorgestellte Arbeitsblatt kann im Rahmen von Bildungsplaneinheit 14, Aufstel-
len von Funktionstermen, in einer schiileraktiven Ubungsphase eingesetzt werden.

In der Tabelle finden Sie 7 Beschreibungen von Polynomfunktionen 4. Grades.
Falls eine Funktion existiert, auf die die Beschreibung passt, bestimmen Sie deren Term.

¢ Entscheiden Sie zundchst, welcher Ansatz angesichts der gegebenen Informationen am geschicktesten
ist, d.h. den geringsten Rechenaufwand erfordert.

e Stellen Sie die Bedingungen auf.

¢ Ldsen Sie das LGS mit GeoGebra. Eine Hilfestellung finden Sie in der Sprechblase.

¢ Priifen Sie, ob die gefundene Funktion tatsdchlich alle Bedingungen erfdllt.

Offnen Sie den GeoGebra CAS Rechner. Tippen Sie den Ansatz, z.B. f(x) = a- x* +b-x* (mit Malpunkten)
Bestdtigen mit Return. Zur Losung des LGS schreiben Sie . l6se™ und wahlen Sie [Liste von Gleichungen, Liste
von Variablen], Eingabe mit geschweiften Klammern und Komma, z.B. lose [{f(1) = 5. f' (-1) = 1} .{a .b}]

Beschreibung Ansatz und Bedingungen Funktionsterm (sofern mdglich)
K
\ X,
_ -1 Jo1 2 3
Der Graph von g hat in W(4|2) einen

Wendepunkt mit waagrechter Tangente

A lnitot in D2 A1LN o (siehe Anhang)

Es setzt voraus, dass die VVorgehensweise zum Aufstellen von Funktionstermen inklusive der Ldsung
von Linearen Gleichungssystemen bereits besprochen wurde. Die Lernenden (iben, aus verschiedenen
Vorgaben einen geschickten Ansatz und geeignete Bedingungen zur Ermittlung des Funktionsterms zu
finden, ohne sich dabei in aufwendigen Rechnungen zu verlieren. Der mit einem Computer-Algebra-
System (CAS) bestimmte Funktionsterm dient zur Selbstkontrolle.

2.1.4 NUTZUNG VON KONTROLLMOGLICHKEITEN

Dem Validieren, laut Duden die Wichtigkeit, die Gultigkeit, den Wert von etwas feststellen,
bestimmen, kommt im Mathematikunterricht eine Uberragende Bedeutung zu. Jedes Ergebnis sollte
auf seine Richtigkeit oder Gultigkeit Uberprift werden und, wo das nicht ndtig oder méglich ist, auf
seine Plausibilitat. Dies geschieht im Allgemeinen mit der ,,Probe“. Diese aber ist zum einen manch-
mal langwierig und daher bei den Lernenden unbeliebt, zum anderen kann man sich bei ihrer Durch-
flhrung wieder verrechnen. Hier bieten digitale Mathematikwerkzeuge einen unschétzbaren Komfort,
der unter anderem dazu fiihrt, dass viele Schilerinnen und Schiiler zu der Erkenntnis kommen, dass
eine Aufgabe erst vollstandig geldst ist, wenn das Ergebnis validiert wurde. Ein Beispiel aus der Jahr-
gangsstufe, Bildungsplaneinheit 14:

Was ist falsch?

In der folgenden Aufgabe hat sich der Fehlerteufel eingeschlichen. Finden Sie den Fehler und
schreiben Sie die Aufgabe um!

13
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Aufgabe:

Bestimmen Sie die Exponentialfunktion der Form f(x) = a(x + b)e**.
Ihr Graf schneidet die x-Achse bei x = —2 und die y-Achse in P(0|5).
An der Stelle x = 1 hat er einen Tiefpunkt.

1
Die Lernenden bestimmen handisch den korrekten Funktionsterm f(x) = ;(x + 2)e 3",

Zeichnen sie dann zur Validierung ihres Ergebnisses den zugehdrigen Grafen mit einem digitalen Ma-
thematikwerkzeug, so erhalten sie das Schaubild:

Dies erzeugt
a) Verwunderung.

b) Motivation, mit dem Term zu spielen, sodass der Graf einen Tiefpunkt hat, oder Motivation, im
Aufgabentext das Wort Tiefpunkt durch Hochpunkt zu ersetzen.

€) Motivation zu ergriinden, warum aus richtig aufgestellten Gleichungen ein ,,falsches* Ergebnis
resultiert.

d) Motivation, jedes Ergebnis zu Uberprifen.

2.2 Operationen mit digitalen Werkzeugen

Vorliegende Liste stellt allgemeine Operationen beim Einsatz von digitalen Mathematikwerkzeugen
vor, wie sie Lernende wahrend ihres Mathematikunterrichts erwerben sollten. Sie gibt dartiber hinaus
eine Orientierung fur die Lehrkraft bei der Auswahl eines Programms bzw. einer App. Viele Operatio-
nen, wie beispielsweise der Betrag einer Zahl oder der Befehl zur Eingabe der Wurzel, folgen unmit-
telbar aus den Inhalten des Bildungsplans und wurden hier nicht mehr explizit aufgenommen.

Grundlegend

Dateien speichern, aufrufen und teilen

Screenshots exportieren

Prifungsmodus aktivieren

Préasentieren von Inhalten

14
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Algebra

Ldsen von Gleichungen, Formeln umstellen

Ldsen von Gleichungssystemen

Termumformungen, z. B. Multiplizieren/Faktorisieren von Termen

Variablen Werte zuweisen

Analysis

Zeichnen von Funktionsgrafen

e Eingeben von Funktionstermen

e Variieren von Fensterausschnitten

e Skalierung des Koordinatensystems

e Einschréankung des Definitionsbereichs

Elementare Zeichenoperationen wie z. B.

e Punkte, Schnittpunkte
e Tangenten

e Strecken
e  Winkel
e Polygone

Bestimmen von charakteristischen Punkten eines Grafen

Schieberegler erstellen und verwenden

Erstellen von Wertetabellen

Numerisches und algebraisches Differenzieren

Numerisches und algebraisches Integrieren

Verwenden von Regressionsbefehlen

15
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Mathematik

Stochastik

Simulation von Zufallsexperimenten

Berechnungen mit und Darstellen von Verteilungsfunktionen

¢ Binomialverteilungen
o Normalverteilungen (nur eN)

Lineare Algebra analytische Geometrie

Editieren von Matrizen (nur eN)

Matrixoperationen (nur eN)

e Matrizenaddition
e skalare Multiplikation
e Matrizenmultiplikation

Diagonalmatrix/Inverse Matrix (nhur eN)

Ldsen von Matrizengleichungen (nur eN)

Punkte im R3 zeichnen

Vektoren zeichnen

Vektoroperationen

e Addition

e skalare Multiplikation
e Skalarprodukt

e Vektorprodukt (nur eN)

Geraden darstellen

Ebenen darstellen

Obijekte schneiden

16
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3 Umsetzungsbeispiele

3.1 Exemplarische Jahresplanung in der Eingangsklasse

Das folgende Beispiel einer Jahresplanung fur die Eingangsklasse weist jene 100 Unterrichtsstunden
aus, die in den Bildungsplanen flr das grundlegende und das erhéhte Anforderungsniveau den Bil-
dungsplaneinheiten 1 bis 7 zugeordnet sind. Zusatzlich stehen 40 Unterrichtsstunden fur Vertiefung,
individualisiertes Lernen sowie Projektunterricht (VIP) und 20 Unterrichtsstunden zur Vorbereitung,
Durchfuhrung und Nachbesprechung von Leistungsfeststellungen zur Verfigung.

Die Reihenfolge, in der die Lehrkraft die in den Bildungsplanen genannten Themen im Unterricht
behandelt, kann frei gewahlt werden. Die exemplarische Jahresplanung schléagt vor, die Bildungs-
planeinheiten 6 und 7, Anderungsrate und grafisches Differenzieren sowie Vektorielle Geometrie —
Grundlagen, zu Beginn des zweiten Schulhalbjahres zu bearbeiten. Zum einen nehmen die Schilerin-
nen und Schiiler dadurch Einblick in die Mathematik in den Jahrgangsstufen, bevor sie sich fir den
Kurs auf grundlegendem beziehungsweise auf erhéhtem Anforderungsniveau entscheiden. Zum Zwei-
ten erlaubt die friihzeitige Betrachtung des Ableitungsbegriffs, die Euler'sche Zahl im Kontext der
Differenzialrechnung einzufiihren. Bildungsplaneinheit 5, Modellieren mit Funktionen und Problemlo-
sen, soll integrativ unterrichtet werden. Die zehn daflir vorgesehenen Unterrichtsstunden finden sich in
der vorliegenden Jahresplanung verteilt auf vier Themen (vgl. rechte Spalte).

Stunden- | Themen Bildungsplan-
zahl einhei-

ten/Kommentare
4 Funktionsbegriff 1.1-13

Darstellungsformen: Graf, Term, Tabelle, Text
Definitions- und Wertebereich einer Funktion
Zahlenmengen: Mengen- und Intervallschreibweise

3 Mathematische Fachsprache und Symbolschreibweise im 1.3
Kontext der Funktionsdarstellung

6 Vertiefung linearer Funktionen/Geraden 1.4
Beweis der Orthogonalititshedingung

4 Modellieren mit linearen Funktionen, Modellierungskreislauf | 1.4 und 5 (4 von 10
Lineare Funktionen im Anwendungskontext ausgewiesenen Std.)

Losung linearer Ungleichungen und grafische Interpretation

2 Rechnen mit Potenzen 15
Potenzen mit rationalen Exponenten, n-te Wurzel

4 Potenzfunktionen und ihre Grafen: Uberblick und Definition | 2.1, auch 1.1 —1.3
fiir alle in der BPE 2.1 genannten Funktionstypen
Globales Verhalten, Definitions- und Wertebereich

Insbesondere bei Potenzfunktionen mit negativem Exponent:

17
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Verhalten bei Annaherung an die Definitionsliicke, Asympto-
ten, Stetigkeit

Verschieben, Strecken, Spiegeln von Grafen der Potenzfunk-
tionen

Einfluss auf die Eigenschaften der Funktionen und ihrer Gra-
fen

2.2

Ldsen von Potenzgleichungen und grafische Interpretation
der LOsung(en)

2.3

Definition von Polynomfunktion n-ten Grades
Globalverhalten, Symmetrie

3.1und 3.2

Losung von Polynomgleichungen
Grafische Interpretation als Schnittstelle(n) zweier Funktio-
nen

3.4

Gemeinsame Punkte der Grafen von Polynomfunktionen mit
den Koordinatenachsen, Vielfachheit von Nullstellen

3.2,3.1und 3.4

Wechsel zwischen allgemeiner Form, Produktform, ggf.
Scheitelform der Parabel

3.1

Skizzieren von Grafen aufgrund der am Funktionsterm er-
sichtlichen Funktionseigenschaften

3.1-34

Bestimmen von Funktionstermen von Polynomfunktionen

3.3

Modellieren mit Polynomfunktionen, auch Regression
Bestimmen von Zielfunktionen fiir einfache Optimierungs-
probleme und grafische/tabellarische Auswertung
quadratische Ungleichungen

3.5und 5 (3 von 10
ausgewiesenen Std.)
Ldsung quadratischer
Ungleichungen mit
Hilfe des Funktionsgra-

fen
Durchschnittliche Anderungsrate 6.1und 6.2
Sekantensteigung
Interpretation im Sachzusammenhang
Momentane Anderungsrate 6.1und 6.2
Tangentensteigung
Interpretation im Sachzusammenhang
Ermitteln der Grafen von Ableitungsfunktionen 6.3
Begrundung des Zusammenhangs zwischen dem Grafen einer
Funktion und dem Grafen ihrer Ableitungsfunktion
Punkte und Vektoren in der Ebene 7.1und 7.2
Rechnen mit Vektoren und geometrische Bedeutung
Punkte und Vektoren im Raum 7.1und 7.2

Koordinatensystem, Koordinatenebenen, grafische Darstel-

Ubertragen der im

18
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lung zweidimensionalen
gewonnenen Einsichten
auf die dreidimensiona-
le Betrachtung

3 Skalarprodukt 7.3
Winkel zwischen Vektoren

Untersuchung geometrischer Objekte in Ebene und Raum 7.3

Lineares vs. exponentielles Wachstum 4.6 und 5 (1von 10

Vergleich der Wachstumsmodelle ausgewiesenen Std.)
3 Definition der Exponentialfunktion (beliebige Basen) 4.1und 4.3

Eigenschaften der Exponentialfunktion: Globalverhalten,
Monotonie, gemeinsamer Punkt mit y-Achse

3 ,Entdecken* der naturlichen Exponentialfunktion 4.1und 4.3
Euler'sche Zahl im Kontext der Diffe-
Eigenschaften der natirlichen Exponentialfunktion renzialrechnung
Wechsel der Basis allgemeine vs. naturliche Exponential-
funktion

3 Verschieben, Strecken, Spiegeln der Grafen von Exponential- | 4.2
funktionen.

Einfluss auf die Eigenschaften, insbesondere Asymptote

4 Exponentialgleichungen und Logarithmus, grafische Interpre- | 4.5
tation

Bestimmen von Funktionstermen von Exponentialfunktionen. | 4.4

4 Anwendungsaufgaben mit Exponentialfunktionen, 4.6,4.4,5(2von 10
auch beschranktes Wachstum ausgewiesenen Stun-

den) sowie 6.4

3.2 Umsetzungsbeispiele fir jahrgangsibergreifende Aspekte

3.2.1 PROBLEMLOSEN (BPE 8)

Probleme mathematisch lésen ist eine der sechs mathematischen Kompetenzen, die im Mathematikun-
terricht gefordert werden soll. Durch das Bearbeiten von problemorientierten Aufgaben in einem kon-
struktiv unterstiitzenden Unterrichtssetting erhalten die Schulerinnen und Schiler die Mdglichkeit,
Durchhaltevermégen und Kreativitéit zu entwickeln.

Die Schilerinnen und Schiler werden schon in der Eingangsklasse an das Problemldsen herangefihrt.
Im Folgenden finden sich exemplarisch einige Anregungen sowohl fiir die Eingangsklasse als auch die
Jahrgangsstufen.
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Aufgabe zu Definitions- und Wertemenge (EK)

a) Gegeben ist das Schaubild einer Funktion f. Lesen Sie daraus Definitions- und Wertemenge ab
und geben diese in Intervallschreibweise an.

=

y

b) Gegeben ist die Funktion £ mit f(x) = —x2 + 2 mit x € D. Geben Sie die maximale Definitions-
und zugehorige Wertemenge an.

c) Suchen Sie zwei Funktionen mit folgender Definitions- bzw. Wertemenge: D = [0; co[ und W =
[—2; oo[. Dokumentieren Sie Ihre Gedankengange so, dass sie nachvollziehbar sind.

Aufgabe zu Symmetrie (EK)

Erlautern Sie den Begriff der Symmetrie bei Polynomfunktionen an selbst gewahlten Beispielen. Ver-
wenden Sie dazu verschiedene Darstellungsmdglichkeiten (Text, Tabelle, Schaubilder bzw. Term).

Aufgabe zu orthogonalen Geraden (EK)

Die Aufgabe dient dazu, die Schiilerinnen und Schiler die gegenseitige Lage von Geraden im Koordi-
natensystem, insbesondere die Orthogonalitat, ohne weiteres VVorwissen entdecken zu lassen.

Die Aufgabe ist nur in diesem Unterrichtskontext eine Problemldseaufgabe. Sobald der Zusammen-
hang bekannt ist, stellt die Untersuchung auf Orthogonalitét eine Routineaufgabe dar. Dies macht
deutlich, dass die Schulerinnen und Schuler auch anhand von Standardaufgaben an die Problemldse-
kompetenz herangefuhrt werden kénnen, z. B. bei der Einfiihrung eines neuen Sachverhalts im Rah-
men eines entdeckenden Unterrichts.

Da nicht erwartet werden kann, dass alle Schiilerinnen und Schiiler mit der gleichen Selbststandigkeit
und Kreativitat an diese Aufgabe herangehen, gibt es hierzu gestufte Lernhilfen, die z. B. in Form von
QR-Codes zur Verfugung gestellt werden kénnen. Hierbei lassen sich bereits erste Problemldsestrate-
gien thematisieren.
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Parallele und orthogonale Geraden

L. Aufgabe

Weicher Zusammenhang besteht twischen den Steigungen rweier paralieler Geraden?

2. Aufgabe

Weicher Zusammenhang besteht zwischen den Steigungen weier orthogonaler Geraden?
Falis Sie keine Idee haben, wie Sie hierzu vorgehen konnen, holen Sie sich nacheinander die
Hilfen 1 bis 5. Uberiegen Sie nach jeder Hilfe, ob Sie allein weiterkommen oder eine weitere
Hilfe bendtigen

Hilfe 1 Kidren Sie zundchst den Begriff _orthogonale Geraden”
Hilfe 2: Zeichnen Sie ein Paar orthogonaler Geraden in ein Koordinatensystem

Hilfe 3. Lesen Sie die beiden Steigungen ab und schauen Sie, ob Sie einen Zusammenhang
erkennen. Prufen Sie dabel, ob Sie einen Sonderfall gezeichnet haben!

Hilfe 4 Wenn Sie einen Zusammenhang erkannt haben, prifen Sie diesen an einem oder
mehreren weiteren Paaren orthogonaler Geraden

Konnen Sie keinen Zusammenhang erkennen, 5o zeichnen Sie weitere Paare orthogonaler
Geraden und lesen deren Steigungen ab. Erkennen Sie jetzt einen Zusammenhang?

Hilfe 5 Bilden Sie jeweils den Kehrwert der Steigung einer Geraden und vergieichen Sie mit
der Steigung der 2ugehdrigen orthogonalen Geraden

Hilfen 1 8. zum Aufidappen oder als Hifekarten auf dem Pult oder als QR-Codes

Hilte 4

(siehe Anhang)

Aufgabe zu Vektorgeometrie (JS)
Durch Vertauschen (Permutation) der Koordinaten eines Punktes A(x|y|z) entstehen neue Punkte.

a) Formulieren Sie ausgehend von A(2|4]6) zwei Annahmen (ber die gegenseitige Lage der
Punkte. Erlautern Sie und Uberprifen Sie lhre Annahmen.

b) Untersuchen Sie, ob Ihre beiden Annahmen auch fiir B(2|3|8) gelten.

c) Untersuchen Sie, ob Ihre beiden Annahmen auch fiir beliebige Koordinatenwerte C(x|y|z)
mit x,y,z € N gelten.

Aufgabe zur trigonometrischen Funktion (JS)

Diese Aufgabe zum Entdecken der Additionstheoreme mithilfe der Eigenschaften von trigonometri-
schen Funktionen liegt in mehreren Varianten vor. Im Gegensatz zur eher kleinschrittigen Version fir
den VIP-Bereich mit Schwerpunkt Uben und Entdecken (vgl. 4.2.3) steht an dieser Stelle das Prob-
lemltsen im Vordergrund. Die beiden Versionen (siehe Anhang) bilden dabei unterschiedliche Anfor-
derungsniveaus ab.
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Problemldseaufgabe zu trigonometrischen Funktionen
Schwerpunkt: Problemldsen (verscharfte Version)

1. Aufgabe

a) Erzeugen Sie mit einem DMW die Graphen der Funktionen
gx) =2 -sin(x): hix) =vZ-cos(x): f(r) =2 -sin(x) + 2 - cos(x)
Was fallt Ihnen auf? Beschreiben Sie Ihre Beobachtung.

b) Beschreiben Sie die Funktion f als verschobene und gestreckte Sinuskurve.

) Dividieren Sie durch die Amplitude von f und erganzen Sie die Gleichung

-sin(x) + ~cos(x) =sin(x+ )

2. Aufgabe

Der in der 1. Aufgabe entstandene Zusammenhang hat offenbar die Form:
f(x) = a-sin(x) + b - cos(x) = sin(x + z)

Wie hdngen aund b von z ab?
Erforschen Sie diese Zusammenhange.

Formulieren Sie eine Hypothese und priifen Sie diese an weiteren Beispielen nach.

Sie haben soeben das sogenannte Additionstheorem fiir den Sinus entdeckt:

sin(x +z) =

3. Aufgabe

Bearbeiten Sie Aufgabe 1 und 2 erneut, stellen Sie die Funktion f jedech als verschobene
Kosinusfunktion dar und formulieren Sie damit das Additionstheorem fiir den Kosinus:

cos(x+z)= ‘

(siehe Anhang)

Aufgabe zu kubischen Funktionen (JS)

In dieser Aufgabe entdecken die Schiilerinnen und Schiiler wihrend der Ubungsphase zur Differenzi-
alrechnung tberraschende Eigenschaften von kubischen Funktionen, jeweils den Zusammenhang von
Wendepunkt und von Tangenten mit den Nullstellen der Funktion. Eine besondere Herausforderung
stellt das anschliellende Beweisen dieser Zusammenhange dar.

Problemléseaufgabe zu Kubischen Funktionen

1. Aufgabe (Wendepunkt)

Wiéhlen Sie drei unterschiedliche Zahlen zwischen -10 und 10. Diese Zahlen sind die
Nullstellen einer Polynomfunktion f vom Grad 3,

a) Bestimmen Sie einen moglichen Funktionsterm.
b) Berechnen Sie die Koordinaten des Wendepunkts von K.

c) Berechnen Sie den Mittelwert der drei Nullstellen. Was féllt lhnen auf?
Tauschen Sie sich mit Ihren Mitschiiler*innen aus,

d) Uberpriifen Sie, ob ihre Vermutung aus c) auch dann gilt, wenn Ihre Funktion eine
doppelte (oder dreifache) Nullstelle hat.

e) Versuchen Sie lhre Vermutung allgemein zu beweisen (Siehe Anhang)
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Weitere Aufgaben

Weitere Beispiele fur Problemldseaufgaben sowohl fiir den Unterricht als auch zur Leistungsfeststel-
lung (mit Bewertungsraster) werden von einer Kommission erarbeitet. Die Ergebnisse werden nach
Beendigung der Kommissionsarbeit in einer Handreichung auf der Seite des ZSL veréffentlicht.

3.2.2 KOPFUBUNGEN UND REWUES

,Mit regelmaBiger Wiederholung grundlegender Wissensbausteine kann dem Vergessen entgegenge-
wirkt werden und die Lernenden verfligen langfristig tber ein solides Fundament, um auch anspruchs-
volle Aufgaben erfolgreich mathematisch bearbeiten zu kénnen.“ [Bruder, R., Modul 4: Sicherung von
Basiswissen — Verstandnisvolles Lernen auf unterschiedlichen Niveaus, S. 12. Unter:
http://www.sinus-transfer.de/fileadmin/MaterialienBT/Bruder_Modul4_mai2006.pdf, abgerufen am
09.12.2019.]

Kopfubungen

Kopflibungen bestehen aus finf oder zehn kurzen Aufgaben, die mathematisches Grundwissen aus
den in der Vergangenheit behandelten Themen erfragen und die ohne Hilfsmittel geldst werden kon-
nen (s. untere Abbildung). Nach dem Konzept der Professorin flr Didaktik der Mathematik Dr. Regi-
na Bruder bilden die Kopflibungen ein wochentliches Ritual, das etwa fiinf bis zehn Minuten der Un-
terrichtszeit in Anspruch nimmt. Sie haben nicht den Charakter eines Kurztests, sondern werden aus-
schlielich vom Lernenden korrigiert und dienen ihm zur Selbsteinschdtzung mit dem Ziel, das eigen-
standige Aufarbeiten erkannter Defizite anzuregen.

Jahrgangsstufe Serie A: Kopfiibung Nr. 1

1.5
1. B hne: —+=
erechne: 5+

2. Skizziere den Graphen der Funktion f mit f{x) = x*

3. Welche Periode hat die Funktion g mit g(x) = 3sin(x)?

4. Gib die Gleichung derum 4 nach unten und 3 nach
rechts verschobenen Normalparabel an.

5. Gib einen Term fur die folgende Zuordnung an:
Kantenlange eines Warfels 2 Oberflache eines Wurfels

Losungen

3+10_13

I i
6 6

4. |p(x) =(x-3)?-4

5. 0(x) = 6x2 x: Kantenlange 0O: Oberflache

(siehe Anhang)
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Die Lehrkraft legt die Aufgaben, die fur mehrere Wochen denselben funf bzw. zehn unterschiedlichen
Themen entstammen, z. B. per Visualizer vor und deckt nach kurzer Bearbeitungszeit ihre vorbereite-
ten Losungen auf. Die Reihenfolge der Themen &ndert sich in diesem Zeitraum nicht, sodass die Schii-
lerinnen und Schiler aus einer ,,Kopfiibungs-Tabelle*, in welche sie ihre Ergebnisse und eventuelle
Korrekturen eintragen, mogliche Starken und Schwéchen ersehen (siehe untere Abbildung). Eine Be-
sprechung der Kopfiibungen sieht das Konzept von Frau Professor Dr. Bruder nicht vor, aufkommen-
de Fragen zu einzelnen Aufgaben sollten jedoch beantwortet werden. Damit die Lernenden in die Lage
versetzt werden, die erkannten Defizite eigenstidndig auszurdumen, kann die Lehrkraft auf dem Tabel-
lenblatt der Schilerinnen und Schiler auf Mdglichkeiten zur Auffrischung des Grundwissens hinwei-
sen. Mdchte man sich als Lehrkraft dabei nicht auf die intrinsische Motivation der Lernenden verlas-
sen, so kdnnen Aufgaben im Stil der Kopfiibungen und aus den Themen der aktuellen Kopflibungsse-
rie in den hilfsmittelfreien Teil jeder Klassenarbeit aufgenommen werden.

Kopfiibungen der Serie A in der Jahrgangsstufe 1 Name:

Thema Anzahl
der
Fehler

Rechnen mit
Briichen und
Potenzen

Schaubilder
von
Funktionen
skizzieren
(Grund-
funktionen)

Funktions-
eigen-

nennen

Funktions-
gleichung
angeben

strecken.
spiegeln)

Text-
aufgaben

(siehe Anhang)

Im Anhang sind zwei Serien zu den Kopfiibungen zu finden, die zu Beginn der Eingangsklasse einge-
setzt werden konnen. Auf dem Lehrerfortbildungsserver finden Sie unter

https://lehrerfortbildung-bw.de/u_matnatech/mathematik/bs/6bg/6bg3/kopfuebung/

zahlreiche weitere Beispiele zu Kopfiibungen fir die Sekundarstufe | an Beruflichen Gymnasien der
6-jahrigen Aufbauform. Besonders die dort fir Klasse 10 vorgeschlagenen Kopfiibungen eignen sich
auch fir die Eingangsklasse.
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REWUEs

In Anlehnung an die WADIs (Wachhalten und Diagnostizieren) der allgemeinbildenden Gymnasien
sind die REWUESs (REgelméaRig Wiederholen und UEben) fiir die beruflichen Gymnasien entstanden.
LWADI ist eine Sammlung von thematisch geordneten Aufgabenblattern (...). Sie soll helfen, dass die
Schilerinnen und Schuler ein solides Fundament an mathematischem Wissen und mathematischen
Fertigkeiten erwerben, die fir den kompetenzorientierten Unterricht von zentraler Bedeutung ist und
ohne das eine Entwicklung von weitergehenden mathematischen Kompetenzen nicht denkbar ist.
[vgl. https://lehrerfortbildung-bw.de/u_matnatech/mathematik/gym/bp2004/fbl/modul4/basis/ abgeru-
fen am 06.01.2020]

Diese Idee wurde aufgegriffen und es entstanden 14 REWUES zu Bildungsplaninhalten der Eingangs-
klasse des beruflichen Gymnasiums. Die REWUEs sind nach Behandlung eines Bildungsplanthemas
als Hausaufgabe oder als Wiederholung des Stoffes zu einem spéteren Zeitpunkt einsetzbar.

So konnen sie in Kombination mit den Kopfiibungen abwechselnd vierzehntégig durchgefuhrt werden,
um mathematisches Wissen und Fertigkeiten wachzuhalten.

Eingangskiasse « REgeimalig Whederhalen und WEben

REWUE 6 * Polynomfunktionen

Name: Anzahl: 21  Richtig sind:

Aufgabe 1: Gegeben ist die Funktion f mit fx) =0,5(x -2 (x+1).
a) Kreuzen Ske den Grad der Funktion an. a) o2z O3 04
b) Geben Sie die Nullstzllen von f an. b) o= ___[daa= ____

) Bestimmen Ske das Verhalten der Funktion fir € X+ +4= fix)>___
X = += und X = —=. x—=—=  flx) =+ __

d) Geben Sie den Funktionswert an der Stelle Dan.  d) f{__ )= ____

) Skizzieren Sie das Schaubild von f, sodass die
gefundenen Eigenschaften ersichtlich sind. )

Aufgabe 2: Ordnen Sie dem Funktionsterm den passenden Graphen zu. Notieren
Sie den GroBbuchstaben.

13,2
Mx) == + %
) 2

A ) . c / |
4 5 T r(x)-%x‘—2x2+4
L5 |
N | fx)=2xt-3324
| " 4 4
B S o N
! 13,9
\ K)=—— +—x
: | R
Au\‘aal:e 3: Kreuzen Sk an, mit welchen alges'als:ne" Verfahren die Gi E|L"I.I|'|g
losbar ist. Berechnen Sie die Lcsungsme"ge.
@ Umkehrung der 3 Faktorisieren und
Ret"enope'at onen  Satz vom Nul Iprocluc {2} 2 3 @ Lﬂsungsmenge
re _Dsungsmrmel & Substitution
a) 237 = 54 o Y
b) x*+8x =0 I I
o 2x(x-x+ 1) =0 o o Y
d) W -x' =3+ I o

(siehe Anhang)

Die Korrektur ist wegen der Art der Aufgabenstellungen (Richtig-Falsch-Aufgaben, Kreuzen Sie an,
Ordnen Sie zu ...) schnell erledigt. Die Lehrkraft erhilt sofort einen Uberblick tber den Kenntnisstand
der Klasse zum jeweiligen Bildungsplanthema und kann bei Bedarf einzelne Fragestellungen aufgrei-
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fen und vertiefen. So bleibt trotz der Multiple-Choice-Struktur das Unterrichtsgesprach nicht an der
Oberfléache.

Werden die REWUES regelmaRig als Hausaufgabe vergeben, kann die Lehrkraft mit der Klasse ver-
einbaren, dass zu Beginn der nachsten Stunde zwei Schillerinnen und Schiler ihre Ergebnisse vor der
Klasse kurz prasentieren und eventuelle Fragen ihrer Mitschiilerinnen und -schiiler beantworten. Diese
Art der Hausaufgabenbesprechung riickt die Schillerinnen und Schiiler in den Vordergrund, die Lehr-
kraft ergreift nur bei Bedarf das Wort.

Durch die Feststellung der Anzahl der richtigen Lésungen erhalten die Schulerinnen und Schiler eine
Rickmeldung zu ihrem bisherigen Wissensstand zum jeweiligen Bildungsplanthema. Ohne Noten-
druck werden sie angehalten, individuell nachzulernen und ihre Liicken zu schlieRen und damit mehr
Selbstverantwortung fur ihr Lernen zu tibernehmen.

3.3 Umsetzungsheispiele fur die Eingangsklasse

3.3.1 ANDERUNGSRATE UND GRAFISCHES DIFFERENZIEREN (BPE 6)
Vorbemerkungen

Der Begriff der Ableitung stellt flr viele Lernende ein schwer nachvollziehbares Konzept dar, das
durch verschiedene Zugange (in der Eingangsklasse und wesentlich umfassender in Jahrgangsstufe 1)
fur die Schulerinnen und Schiler besser erfassbar gemacht werden soll. Deshalb, und weil so ein
., Vorgeschmack* auf die Jahrgangsstufe gegeben wird, findet sich die BPE 6 ,,Anderungsrate und
Grafisches Differenzieren* im Bildungsplan der Eingangsklasse.

Bei den folgenden Arbeitsblattern zeichnen die Schiilerinnen und Schiller an zum Teil selbst gewéhl-
ten, anschaulichen Beispielen erste Steigungsgrafen. Ein erster Arbeitsauftrag erinnert die Lernenden
an die Mittelstufe, wo auch bestimmte Abldaufe durch Grafen dargestellt wurden. Dabei haben sie als
Grundlage einen Fantasiegrafen, bei dem Steigungen absichtlich nicht gemessen werden kdnnen. Im
zweiten Teil machen die Lernenden die Erfahrung, dass auch die Anderung in diesen Abliufen durch
Grafen dargestellt werden kénnen. Sie gehen dann Uber zu abstrakten Funktionsgrafen, wo sie mit dem
Hilfsmittel der Tangente den Ableitungsgrafen zu einer Parabel zeichnen. Auf einem schnelleren Weg
kommen die Lernenden zu Skizzen von Grafen von Ableitungsfunktionen von Polynomfunktionen.
Mit einem Informationsblatt zur durchschnittlichen Anderungsrate endet dann das Material zu BPE 6,
das groRtenteils in Gruppen- oder Partnerarbeit von den Schulerinnen und Schilern selbst erarbeitet
wird.
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Gruppenarbeit mit fiktiven Grafen (ca. 3 Unterrichtsstunden)

Unterrichtsverlauf

Methodisch-didaktische Hinweise

Einleitung Teil 1:

Stellen Sie sich vor, der gezeichnete Graf stelle
die Geschwindigkeit eines Objektes dar (Maus,
Mensch, Auto, Schiff...).

In Threm Koordinatensystem ist auf der x-Achse
die Zeit, auf der y-Achse die Geschwindigkeit
abgetragen.

(siehe Anhang)

Schreiben Sie eine Geschichte, in der es um die
Bewegung dieses Objektes geht. Beachten Sie
dabei die besonderen Punkte des Grafen (,,Berge,
Taler, Flachstellen®).

Beschriften Sie das Koordinatensystem mit Ein-
heiten passend zu lhrer Geschichte.

Legen Sie fest, wer die Geschichte vorlesen soll.

Die Klasse wird in drei Teile aufgeteilt. Jedes
Drittel bearbeitet in 4er Gruppen eine der Aufga-
benstellungen ,,Geschwindig-
keit/Beschleunigung®, ,,Hohe Uber NN/Steigung
oder Gefalle*, ,,Wasserstand/Zu- oder Abfluss*.

Prasentation und Diskussion der Geschichten

Intention:

Die Schulerinnen und Schiler erkennen, dass
derselbe Graf unterschiedliche VVorgénge in un-
terschiedlichen Kontexten repréasentieren kann.

Einleitung Teil 2:

In dem Koordinatensystem unter dem Grafen soll
nun der Graf der Beschleunigungsfunktion
Ihres Objektes passend zur Geschwindigkeit
dargestellt werden.

Beachten Sie: Wo ist die Beschleunigung am
groften, wo wird gar nicht beschleunigt, wo wird
gebremst?

Finden Sie eine Begrundung fiir Ihren Grafen.

Im Teil 2 werden Grafen der Anderung der Ge-
schwindigkeit usw. erstellt. Dabei entstehen oft
,.eckige*“ Grafen oder solche ,,mit Zacken“. Diese
halten aber den Begriindungen der anderen
Gruppen nicht stand.

Présentation der gefundenen Grafen mit Begriin-
dung fir ihre Richtigkeit bzw. Fehler.
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Vergleichen Sie Ihren Grafen mit denen der an-
deren Gruppen. Hélt Ihre Begrindung stand?

Einigen Sie sich auf eine Version und legen Sie
fest, wer sie vorstellt.

Intention:

Die Schulerinnen und Schler erkennen, dass fast
alle Grafen sich in der Form gleichen.

An den Stellen Hohen und Tiefen sowie der
Flachstelle des ersten Grafen schneidet der untere
die x-Achse bzw. verlauft auf ihr.

Der zweite Graf reprasentiert die Anderungen im
ersten!

Grafen von Ableitungsfunktionen von Parabeln zeichnen (ca. 3 Unterrichtsstunden)

Einstieg:

¢ Anknipfung an letzte Stunde: Vorliegende Parabel als Ausschnitt unseres vorigen Grafen darstel-

len.

o Feststellung: Die Steigung dieser Parabel ist Gberall verschieden.
Steigungen in den markierten Punkten von den Lernenden beschreiben lassen.
o Ziel: Die Steigungen sollen naherungsweise bestimmt und der Graf der Ableitungsfunktion ge-

zeichnet werden.

Unterrichtsverlauf

Methodisch-didaktische Hinweise

AB:
(s. Anhang)

Information:

Die Steigung eines Funktionsgrafen in einem
Punkt — man nennt sie auch die lokale Ande-
rungsrate in diesem Punkt — ist identisch mit
der Steigung der Tangente an den Grafen in die-
sem Punkt. Dies wird deutlich, wenn man einen
Funktionsgrafen mit Tangente stark vergroRert:

Besprechung der Information und Durchfiihren
des Zoomens mit GeoGebra (Tablet oder Handy)

28




Mathematik

Starkes
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Aufgaben:

a. Bestimmung der Steigungen der Parabel in den
angegebenen Punkten und Zeichnen des Grafen
der Ableitungsfunktion.

b. Zeichnen einer beliebigen, nach unten getffne-
ten Parabel mit dem Grafen der Ableitungsfunk-
tion.

Vergleich mit Mitschilerinnen und Mitschilern
— Bildung von Hypothesen

c. In GeoGebra (Grafikrechner) viele Parabeln
und ihre Steigungsgrafen ansehen.

Einzelarbeit
Gestufte Hilfen Uber GeoGebra oder Hilfekarten

(s. Anhang)

Intention:

Erkenntnis: Der Graf einer Ableitungsfunktion
kann nur eine Skizze sein!

1. Hypothese: Der Graf der Ableitungsfunkti-
on zu einer Parabel ist eine Gerade.

2. Hypothese: Wenn Parabel nach oben getffnet,
dann Steigungsgerade steigend und umgekehrt.

3. Hypothese: Beim x-Wert des Scheitels der
Parabel ist die Nullstelle der Steigungsgerade.

— Festigung der Hypothesen

Diese Hypothesen werden im Unterrichtsge-
sprach gesammelt und auch schriftlich festgehal-
ten.

Hier bietet sich eine Ubungsstunde zum grafischen Ableiten mit Steigungsdreiecken an Potenzfunkti-

onen und Polynomfunktionen hoheren Grades an. Der Grafikrechner von GeoGebra dient als Kontrol-

linstrument. Ein Ergebnis dieser Stunde sollen auch Hypothesen tber den Zusammenhang von Ablei-

tungsfunktionen und Polynomfunktionen héheren Grades sein.

Alternative: Grafen von Ableitungsfunktionen zeichnen und Hypothesen zu Funktionster-

men aufstellen (ca. 4 Unterrichtsstunden)
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Einstieg:

e Anknipfung an letzte Stunde: Vorliegenden Grafen zur Geschwindigkeit eines Objekts noch mal
zeigen und auf die Steigung eingehen.

o Feststellung: Die Steigung dieses Grafen ist Uberall verschieden. Die Lernenden sollen Steigungen
in verschiedenen Punkten beschreiben.

e Thema der Stunde: Steigung von Kurven am Beispiel von Parabeln soll bestimmt und der Graf der
Ableitungsfunktion gezeichnet werden.

Unterrichtsverlauf Methodisch-didaktische Hinweise

ABL: Einstieg zu Grafen der Ableitungsfunktion | Partnerarbeit:

von Parabeln Jedes Zweierteam bearbeitet die Aufgaben 1+2

(s. Anhang) und stellt Hypothesen auf.
85
Pty s Y Diese werden im Unterrichtsgesprach gesammelt
55
e s und schriftlich festgehalten.
65 A:
8 35
55 v3
5
25
45
. 2
b5 1.5
3 +
be \ 05 X
2 -3 -25 2 -18 -1 05 05 1 A5 2 25 3
15 0.5
4 -4
05 -1.5
X
3 25 2 15 —\905;\ 05 1 156 2 25 3 \ b
Aufgabe:

Bestimmung der Steigungen der Parabeln mit den
Gleichungen y = x2 und y = x2 — 2 in den an-
gegebenen Punkten und Zeichnen des Grafen der
Ableitungsfunktion

Tafelanschrieb 1:

Toer (G r P ‘ r
Ler Grof der cApleitungsfunktion kan

Lsch mi
Hilfe uon Targenten. besfimmt werden (grofisres Abl
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Funktion Abledungsfunktion
foo= x2 floo=ax
o= x* -y Fitxy = x
/-Z:m?/jfgf_rjz Verschiebt rran den Graf eirer Funktion in

AB2: Ubung zum grafischen Ableiten von

Parabeln

v

/
e
/

(s. Anhang)

Aufgabe:

Zeichnen des Grafen und bestimmen des Terms

der  zugehérigen  Ableitungsfunktion  von
y = 0,5x2
Skizzieren des Grafen der Ableitungsfunktion

einer Parabel ohne vorgegebenen Funktionsterm

Einzelarbeit: Ubung/Festigung und weitere

Hypothesenbildung

AB3: Grafen der Ableitungsfunktionen von
Potenzfunktionen

Partnerarbeit: Jedes Zweierteam bearbeitet die
Aufgaben 1+2 und stellt Hypothesen auf.

Diese werden im Unterrichtsgesprach gesammelt.
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-_./9,411,52

(s. Anhang)

Aufgabe:

Zeichnen des Grafen und bestimmen des Terms
der  zugehoérigen  Ableitungsfunktion
y = 0,5x3 und y = 0,25x*

von

Tafelanschrieb 2:

o AL 6 cad LTS ;’, INREION.

?‘U.?’Lkﬁtofn Ab(e&ur’gsﬁutnkt/.OFL

Flo=x? {'ix)=ax
fa=x?*2 floo=ax

f (0=05x* 0 =1x
Foo=0sx3 f'e0 = 1,5x*
F(0=0esx* Hie) =1x3
Lo S :

rr-(/\/— X . fixy=¢
r{%]=27< ((X/=7‘

allgemeine Ragel +ur Potenz{unktioren

@ Roternzreget

D Foktorreged
fo=x" ‘ 7

) 7
fx)=nx

Intention:

1. Hypothese: Der Graf der Ableitungsfunktion
zu der Normalparabel ist eine Gerade mit der
Gleichung y = 2x.

2. Hypothese: Verschiebt man die Normalparabel
auf der y-Achse, so verandert sich der Graf der
Ableitungsfunktion nicht.

3. Hypothese: Beim x-Wert des Scheitels der
Parabel ist die Schnittstelle der Geraden mit der
x-Achse.

4. Hypothese: Der Graf der Ableitungsfunktion
der Parabel mit der Gleichung y = 0,5x2 ist eine
Gerade mit der Gleichung y = 1x.

5. Hypothese: Der Graf der Ableitungsfunktion
einer Parabel 3. Ordnung mit der Gleichung
y = 0,5x3 ist eine Parabel 2. Ordnung mit der
Gleichung y = 1,5x2.

6. Hypothese: analog s. 0. Die Ableitungsfunkti-
on der Parabel 4. Ordnung y = 0,25x* ist eine
Parabel 3. Ordnung mit der Gleichung y = x3.

7. Hypothesen zu Ableitungsregeln fiir beliebige
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Potenzfunktionen

AB4: Klapptest als Ubung

Einzelarbeit: Ubung/Festigung der erarbeiteten

2)f(x)=3x%+9 £ = 1223 Ableitungsregeln
3) f(x) =1,5x° f(x)=9x5

4)f@)= —4 fF&)=0

5) f(x)=Tx+2 F&)=7

Steigungsgrafen skizzieren — Der schnelle Weg (ca. 1 Doppelstunde)

Mit einem Infobogen und dem dazugehdrigen Arbeitsblatt soll eine Mdglichkeit beschrieben werden,
wie die Schiilerinnen und Schiiler schneller zu Ableitungsfunktionen kommen, allerdings zu dem Preis

noch groRerer Ungenauigkeit.

Unterrichtsverlauf

Methodisch-didaktische Hinweise

Infobogen zur Erarbeitung der grafischen Differen-
zierung

(s. Anhang)

Der Infobogen soll jeden Lernenden beféhi-
gen, bei einem gegebenen Grafen einer Funk-
tion die Punkte mit Steigung null (ungefahr)
sowie die Bereiche mit positiver bzw. negati-
ver Steigung zu ermitteln. Daraus soll eine
ungefahre Kurve der Ableitung generiert wer-
den.

Wihrend der Erarbeitungsphase werden Un-
klarheiten durch die Lehrkraft geklart.

Arbeitsblatt zum Grafischen Differenzieren

Mithilfe eines ersten Arbeitsblattes soll das
Gelernte gefestigt werden. AuRerdem werden
hier noch einmal die bereits aufgestellten Hy-
pothesen zum Zusammenhang von Funktion
und ihrer Ableitung Gberprift und erweitert.
Die Ergebnisse werden im Plenum diskutiert.

Als Transferaufgabe kann man den Schlerin-
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3 2\ o|/7 2 3 1 s

(s. Anhang)

nen und Schiilern noch Grafen von Funktio-
nen, die sie eventuell noch nicht kennen, wie
gebrochen rationale Funktionen, e-Funktionen
usw., zum grafischen Ableiten anbieten.

Wenn man den Lernenden die Funktionsglei-
chungen bekannt gibt, kénnen diese ihre L6-
sungen kontrollieren. In der GeoGebra CAS-
App sehen sie auch die Gleichungen der Ab-
leitungsfunktionen und kdnnen so Hypothesen
zu den Ableitungsregeln bilden.

Die durchschnittliche Anderungsrate (ca. 1 Doppelstunde)

Unterrichtsverlauf

Methodisch-didaktische Hinweise

Infoblatt zur durchschnittlichen Anderungsrate

Ander — lokal oder dure ittlich (Infobiatt)

Wir kennen bereits die /okale Anderungsrate. Sie ist die Steigung eines Grafen einer Funktion
in einem Punkt, und wird berechnet tber die erste Ableitung in diesem Punkt. AuBerdem ist sie die
Steigung der Tangente an die Kurve in diesem Punkt.

fx) = (x—3) = (x+5)-005+2
(2)-0.25

Unter der jttlic i) im Intervall [A,B] versteht man die Anderung
zwischen den Punkten A und B des Grafen also die Steigung der Sekante durch die Punkte A und
B. Sie wird berechnet mit dem Differenzenquotienten: ﬁ:—g, dieser ist bekannt als Steigung m
aus der Punkt-Steigungsform, wie sie in der Mittelstufe bereits benutzt wurde!
Im Beispiel: Punkte A(21,3), B(5|7)

Durchschnittliche Anderungsrate: ¥2°% — 7'—?;:1,9 =Steigung der Gerade durch A

xox 8
und B.

:

"/ b =
() = (x=3) x (x+5)-0.05+2
21/

(s. Anhang)

Die Einfilhrung der durchschnittlichen Ande-
rungsrate geschient mit einem Infoblatt, das
auch den Unterschied zur momentanen Ande-
rungsrate darstellt.

Den Schulerinnen und Schiilern fallt die Be-
rechnung der durchschnittlichen Anderungsrate
in der Regel nicht schwer, da der Differenzen-
quotient rechnerisch der Steigung m gleich ist,
die schon aus der Mittelstufe bekannt ist.

Nach diesem Infoblatt kénnen Aufgaben aus
dem Schulbuch zur durchschnittlichen Ande-
rungsrate an Funktionen oder im Sachkontext
geldst werden.

3.3.2 VEKTORGEOMETRIE (BPE 7)

Intention

Die hier vorgestellten Unterrichtsmaterialien zur Bildungsplaneinheit 7 VVektorgeometrie in der Ein-
gangsklasse sollen dem Unterrichtenden die Mdglichkeiten erdéffnen, den Unterricht so zu organisie-
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ren, dass die Lernenden an eine weitestgehend eigenstandige Erarbeitung von Unterrichtsinhalten her-
angefuhrt werden. Insofern konkretisiert die Konzeption der Unterrichtsmaterialien zu dieser Bil-
dungsplaneinheit die im Vorwort des Bildungsplans geforderte Hinfihrung zu einer ,,zunehmend ei-
genstandigen Auseinandersetzung mit mathematischen Inhalten und Problemstellungen® mit der Ziel-
setzung, die Selbstwirksamkeit fur die Lernenden erfahrbar zu machen.

Die vorgestellten Materialien verstehen sich als Beispiel einer Unterrichtsorganisation, die ihren Aus-
gangspunkt in den Grundsatzen der individuellen Forderung sieht. Die paddagogische Entscheidung,
inwieweit die intendierte Eigenstandigkeit fir den Einzelnen sinnvoll erscheint, liegt in der Verant-
wortung der Lehrkraft. Zur Steuerung der Lernprozesse kann es erforderlich sein, dass instruktive
Elemente oder Impulse zur affektiven Unterstiitzung zusatzlich eingesetzt werden. Die Beobachtungen
der Lehrperson wéhrend des Unterrichts werden durch persénliche Gespréche anhand des ,,Bespre-
chungsvordrucks* validiert und miinden ggfs. in einer Zielvereinbarung. Im zeitlichen Rahmen von
insgesamt 15 Unterrichtsstunden ist davon auszugehen, dass ein solches Feedbackgesprach mit jedem
Lernenden nur einmal durchgefiihrt werden kann. Die Terminierung der Einzelgespréche sollte nicht
direkt zu Beginn der Einheit und auch nicht erst am Ende erfolgen, ein Richtwert fir den Beginn der
Feedbackgespréche ist nach sechs Unterrichtsstunden.

AbschlieRend konnen alle erarbeiteten Inhalte anhand des ,,Ubersichtsblattes* konsolidiert werden.
Diese Unterrichtssequenz bildet den Ubergang zu einer vertiefenden Ubungsphase mit Aufgaben aus
dem eingefiihrten Schulbuch.

Vorbereitung

Alle Materialien werden in dem GeoGebra Buch ,,Henriks Vektorgeometerie* zusammengefasst und
zur Verfligung gestellt. Wenn Sie die Materialien ergianzen oder verandern méchten, missen Sie das
Lehrerbuch in Ihren Account kopieren.

https://www.geogebra.org/m/smq8j22k

Erstellen Sie in GeoGebra (https://www.geogebra.org/groups ) eine Gruppe fir Ihre Schilerinnen und
Schiler. Alternativ kdnnen die Erarbeitungsmaterialien ber die Links auf dem Protokollblatt zur Ver-
fligung gestellt werden.

Link tellen

@ Mewe Gruppe @ B:st:l't-ﬂdatl.;ruppe
n Google Clastraam . Onelote

_:_ GeoGehra Zeitlerste

ADDDC,LIERD
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1) Laden Sie alle Arbeitsblatter DG- Vertiefung in die Gruppe. (s. Anhang)
2) Laden Sie aus dem Lehrerbuch folgende Dateien herunter:

o Arbeitsblatter Kopiervorlage Abbildungsvorschrift
e Protokollblatt

e Besprechungsvordruck fiir den Lernzirkel

Kopieren Sie diese in der entsprechenden Anzahl (die Materialien finden Sie unter 0. Grundsétzliches
und 1. Kopiervorlagen).
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Vorschlag einer didaktischen Jahresplanung (Auszug)

Der folgende Auszug aus einer moglichen didaktischen Jahresplanung fiir die Unterrichtseinheit Vek-
torgeometrie in der Eingangsklasse weist 15 Unterrichtsstunden aus.

Zusatzlich stehen Stunden aus dem VIP-Bereich zur weiteren Konsolidierung der Lerninhalte zur

Verfligung.
Stunden- | Themen Bildungsplan-
zahl einhei-
ten/Kommentare
3 Punkte und Vektoren in der Ebene BPE 7.1und 7.2
e Punkt
o Vektor/Pfeilklasse Unterrichtsgesprach
e Gegenvektor
e Ortsvektor Arbeitsblatt (Abbil-
e Nullvektor dungsvorschrift) in
Partnerarbeit
Organisation des Lernzirkels
e Einflihrung des GeoGebra Buches
e Verwendung des Protokollblattes
o Bereitstellung von Groups
e Verwendung des Besprechungsvordrucks
9 Rechnen mit Vektoren und geometrische Bedeutung Eigenstandiges Erarbei-
Punkte und Vektoren im Raum ten von Lerninhalten
(Lernzirkel)
Untersuchung geometrischer Objekte in Ebene und Raum BPE 7.1und 7.2
Senkrechte Projektion von Punkten auf Koordinatenebene BPE 7.3
Koordinatensystem, -ebenen; grafische Darstellung Beginn der Feedback-
Gesprache nach ca. drei
Skalarprodukt Stunden Arbeit am
Winkel zwischen Vektoren Lernzirkel
Hierbei ist daran ge-
Fir schnelle Schilerinnen und Schiiler: Forschungsauftrag dacht vertiefende und
zum Trapez offenere Fragestellun-
gen bereitzustellen.
3 Konsolidierung der Inhalte Die Inhalte und Ergeb-
nisse des Lernzirkels
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Ubungsphase

werden im Plenum am
Ende der Erarbeitungs-
phase zusammengefasst
und diskutiert. (Uber-
sichtsblatt)

Verlaufsplan fir die Einfihrungsphase

Exemplarisch wird im Folgenden der mogliche Einstieg in die Bildungsplaneinheit 7 skizziert. Der
zeitliche Umfang beléuft sich inklusive der Einflihrung des Lernzirkels auf drei Stunden. Dabei wird
angenommen, dass die Lernenden die Diagnoseaufgaben auBerhalb der Unterrichtszeit fertigstellen.
Der Tafelanschrieb wird in Form einer GeoGebra-Datei Tafelbild Vektoren realisiert (siehe Bild).

C
5 Ein VeKlor sind alle Pfeile fiir die gilt
\ 1.sie haben die leiche Lange
Punkte werden mit GroBbuchtsaben \ 3_siehabe die gleich gerichtet
45| bezeichnet und ihre Koordinaten durch | getrennt. ‘.\ 3. sie sind parallel
N
pmm] \ Vektoren werde mit kleinen Buchstaben und einem Pfeil dariiber bezeichnet,
{of | Veidor “ N
—r \
r 1 A
v Der Ortsvektor zu einem Punkt bildet den \‘ uf dern Punkt F(7|1) abgebildet
Koordinatenursprung auf den Punkt ab \
— A \
|o/ | Ontsveitor 3 o N
= AN \
N 1
— \
o | Nullvekior Fisl N\ \\
M ) \ N\ )
N\ B \
2 / N Q
\ \ \
\ \
15 N N N
\ \ \
\ N
N N\ F
Tt \ N % [%
Nullvektor: 5= (“) \\ ‘\
bildet alie Purtktean f sieh Ortsvektor OB : \\ N Der Punkte B(5[2) wird auf den Punkt E(S] — 2) abgebildet =
5
selst ab i (5 \ g (58 ) ( 3
o 2 \ \ -2-2 —4
T Weerdinatenurspring 00010) Der Punkte A(2|3) wird auf den Punkt D(3] — 1) abgebildet - \“\5 ¥ oo ] L i b N
52 3
i \,
e (,l - <) (, 1)
D
- %
-5
i

Phase Methodisch-didaktische Hinweise zum Unterrichtsver- | Arbeitsmaterialien
lauf

Unter- Hinfihrung zur zentralen Fragestellung: https://www.dwd.de/D

richtsein- Was ist ein Vektor? WD/wetter/wv_allg/eur

stieg o Beispiel: Physik opa/film/vhs_Europa_

e Beispiel: Windpfeile

— Richtung

Wind_360.mp4
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— Starke

— Parallelitat (zugunsten einer héheren Ubersichtlichkeit
kann man in der Wettergrafik auf die Darstellung aller
Windpfeile verzichten)

Intention:

Nach einer kurzen Darstellung der Bedeutung der Geometrie
wird der Fokus auf die Vektorgeometrie und die weitreichen-
den mathematischen Beschreibungsmdglichkeiten, die sich
mit diesem Gebiet eréffnen, gelenkt. Zu erwarten ist, dass
einige Lernende bereits mit dem Vektorbegriff in der Physik
Bekanntschaft gemacht haben.

Das Beispiel aus der Meteorologie erlaubt es, die Herausar-
beitung der Eigenschaften in einem fiir die Lernenden neuen
Sachzusammenhang von Vektoren vorzuentlasten.

Erarbei- Ziel: Arbeitsblatter liegen als
tung | Vektor ist eine Pfeilklasse, deren Reprasentanten folgende PDF Kopiervorlagen in
(ohne Ko- | gemeinsame Eigenschaften besitzen: dem GeoGebra-Buch
ordinaten- | | gleich gerichtet bereit.
system) e gleich lang Beispiel:

o parallel =

7

Verlauf:

In Partnerarbeit werden Translationen durch Beschreibung

der Bildfigur gezeichnet. Ein Koordinatensystem wurde aus- | App siehe GeoGebra-

gespart, um die Mdglichkeit, einfach die Koordinaten der Buch

Bildpunkte anzugeben, zu umgehen.

Bild der Pfeilklasse:
In einer fragend- entwickelnden Sequenz werden die Eigen- | http://clipart-
schaften herausgearbeitet und fixiert. library.com/clipart/19-
LTKr5rjyc.htm

Das Bild Escher dient zur abschlieRenden Visualisierung des

Begriffs: ,,Pfeilklasse*.
Erarbei- Ziele: Beispiel:
tung Il Die Schilerinnen und Schiiler erkunden folgende Begriffe: Q) v
Ubergang | Punkt
zum Koor- | o \/ektor
dinatensys- | o Ortsvektor
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tem o Gegenvektor
o Nullvektor ‘
--
Verlauf:
Aufgrund der Doppelung der Arbeitsauftrége ist davon aus-
zugehen, dass das Einzeichnen eines Koordinatensystems
unterschiedlich realisiert wird. Die Unterschiede zwischen
Punkt und Vektor lassen sich so herausarbeiten. Ebenso die-
nen die Arbeitsergebnisse als Ausgangspunkt, um die oben
aufgefuhrten Grundbegriffe an der Tafel einzufiihren.
Organisa- | Einfuhrung des Lernzirkels: Protokollblatt:
tion des e Protokollblatt o =
Lernzirkels | o Besprechungsvordruck S
e GeoGebra-Gruppe und Bereitstellen der Aufgaben DG .
1.1
Besprechungsvordruck:
e -
Ziel:
Die Schilerinnen und Schiler tbertragen die Ergebnisse aus
dem 2D- Raum auf den 3-D-Raum. Die Lernenden erhalten
ein erstes Feedback Uber die GeoGebra-Gruppe.
Weiterer Verlauf:
Die Schilerinnen und Schiler arbeiten die folgenden neun
Unterrichtsstunden eigenstandig mit GeoGebra.
Ergdnzend konnen zu den im Buch bereitgestellten Materia-
lien bspw. durch Rewues oder Kahoots zur Lernstandserhe-
bung der Gesamtgruppe eingesetzt werden.
3.4 Umsetzungsbeispiele fir die Jahrgangsstufe
3.4.1 NORMALVERTEILUNG (ERHOHTES NIVEAU)

Vorschlag einer Unterrichtsplanung

Im Mathematikunterricht der Jahrgangsstufe auf erhéhtem Niveau sind 45 Unterrichtsstunden fiir das
Thema Stochastik vorgesehen. Durch eine mdgliche Vertiefung beziehungsweise Individualisierung

kénnen zusétzliche Stunden aus dem Stundenpool fir ,,Vertiefung — Individualisiertes Lernen — Pro-

jektunterricht* (VIP) hinzukommen. Die folgende Unterrichtsplanung fur die Einheit Stochastik weist

sieben Unterrichtsstunden fir das Thema Normalverteilung aus.
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Stunden- | Themen Bildungsplan-
zahl einhei-
ten/Kommentare

3 ZufallsgroRe (Begriff, Unterscheidung diskrete vs. stetige BPE 17.5 und BPE 17.9
ZufallsgréRen), Wahrscheinlichkeitsfunktion und Erwar-
tungswert einer diskreten ZufallsgroRe

6 Bernoulli-Ketten, Formel von Bernoulli, Berechnung von BPE 17.6 und BPE 17.7
(kumulierten) Wahrscheinlichkeiten,
Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion, Ermittlung
unbekannter KenngroRen

2 Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung einer BPE 17.8
binomialverteilten Zufallsgrofe

3 Stetige ZufallsgréBe: vom Stabdiagramm Uber das BPE 17.9
Histogramm zur Dichtefunktion, stochastische Situ-
ationen mit annahernd normalverteilten Zufallsgro-
Ren, Parameter der Dichtefunktion

2 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten normalver- BPE 17.9
teilter ZufallsgroRen, grafische Interpretation

2 Sigmaregeln und Prognoseintervalle fir normalver- | BPE 17.10
teilte ZufallsgroRen

2 Approximation der Binomialverteilung durch die GauR'sche | BPE 17.8 und 17.10

Glockenkurve und Ubertragung der Sigmaregeln auf binomi-
alverteilte ZufallsgroRen

Vorbemerkungen unter Berlcksichtigung digitaler Medien

Das angebotene Material sieht vor, dass die Themen Differenzial- und Integralrechnung sowie Bino-
mialverteilung bereits unterrichtet wurden. Zudem kennen die Schilerinnen und Schiiler den Begriff

ZufallsgréRRe und kdnnen Beispiele fiir diskrete und stetige ZufallsgréRen angeben. Die Untersuchung

einer normalverteilten Zufallsgrofie und ihrer Dichtefunktion stellt eine ideale VVerbindung von

Stochastik und Analysis dar.

Der vorliegende Unterrichtsentwurf geht davon aus, dass die Schiilerinnen und Schiler iber den Ta-
schenrechner TI-30X Plus MathPrint verfiigen und zusatzlich ein digitales Mathematikwerkzeug nut-
zen kdnnen, mit dem sich die Dichtefunktion einer Normalverteilung auf ausgewahlte Funktionseigen-

schaften untersuchen lasst. Steht den Schilerinnen und Schilern eine Mathematiksoftware zur Erzeu-
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gung von Zufallszahlen und zur statistischen Auswertung groRerer Datenmengen zur Verfigung, so
ermdglicht diese den Lernenden, bei der Erstellung und Auswertung von Histogrammen mathemati-

sche Zusammenhénge eigenstandig zu entdecken.

Verlaufsplan

Unterrichtsverlauf

Methodisch-didaktische Hinweise

Maglicher Einstieg in das Thema

Mit dem Befehl ,rand" ( random) erzeugt Thr WTR

zufdllig eine Zahl zwischen O und 1. Probieren Sie* s ausl

Ermitteln Sie nun die Summe aus vier solchen
Zufallszahlen und schreiben Sie Thr Ergebnis

mit drei Nachkommastellen an die Tafel.

Diskutieren Sie folgende Fragen mit Threm Nachbarn und

notieren Sie Thre Uberlegungen knapp - 5 Min.

Angenommen, die Liste ander Tafel umfasst 10.000

derartiger Zufallszahlen.

» Inwelchem Intervall missten alle diese Zahlen liegen und
wie wire vermutlich der Mittelwert?

» Ist die ZufallsgroBe ..Summe aus vier Zufallszahlen
zwischen O und 1" binomialverteilt? Begriindung?

» Ist diese Zufallsgrofe diskret oder stetig?

(s. Anhang)

Die SuS erzeugen mit ihrem WTR
Werte der ZufallsgrofRe: ,,.Summe von
vier Zufallszahlen zwischen 0 und 1
und erkennen sowohl den Unterschied
zu einer binomialverteilten Zufallsgro-
Re als auch den Unterschied zu anderen
diskreten Zufallsgroien.

Nachdem das Experiment von den Schiilerinnen und Schi-
lern durchgefuhrt wurde, werden die Ergebnisse in einem
Stabdiagramm visualisiert.

Magliches Tafelbild

Leitfrage: Wie konnte eine (tabellari-
sche oder grafische) Haufigkeits- bzw.
Wahrscheinlichkeitsverteilung flr die
ZufallsgroRe ,,Summe von vier Zufalls-
zahlen zwischen 0 und 1% aussehen?

Erkenntnis 1: Je h&ufiger das Expe-
riment, desto mehr Werte von X/ mehr
Stabe.
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Mogliches Tafelbild nach dem Einsti und dem L

Xist eine stetige Zufallsgrofe, da jedler Zahlemwert im Intervall [0; 4]
angenommen werden kann

Ideen fur grafische Darstellung der Wahrscheinlichkeiten fir X Haufigkeit

Relstive Haufigkeit for lsden dieser 22 Werte von X

ZufallsgroBe X: Summe aus vier Zufallszahlen zwischen 0 und 1 Mehr Ubersichtlichkeit durch Klassierung der Daten: um die Aussagekraft fir das
Mogiiche Werte . disser Zufallsgrofe bei 22 Durchfahrungen Intervall [1; 2], welches die meisten Werte enthalt, zu ethhen, z.B.
1751 1301 1702 2400 1152 0554 010 | 180 | 520 230 |34
1477 2676 1,092 1100 3350 1,020 2 [ s | 468 |2
3420 2228 2473 1725 2120
0835 1384 1351 2829 1975 o . relative Haufgeet
Alle Auspragungen von X liegen in [0; 4] o0
Mittehvert bei sehr vielen Durchfuhrungen des Experiments: % = 2 0
Xist nicht weil bei jeder D o
unendlich viele Ergebnisse mogiich sind 000
01 1150 1152 23] 3:4]

Problem: Optisch scheinen, aufgrund der Flachengroe, die meisten Werte im
Intervall [2: 3{ zu liegen. Tatsachlich ist dies aber nicht der Fall

Losung: Nicht die Hohe einer Saule. sondern deren Flacheninhalt gibt die relative

jer Werte in der jeweiligen Klasse an > Histogramm

Es gilt: Klassenbreite mal Saulenhohe = relative Haufigkeit

Haufigketsdichte

08
008 05
004 04
002 02
0 02040808 1 12 14 16 (5 2 2272426 26 5 32 5438

0; 11 150 1520 23 B4 %

(s. Anhang)

Ein Unterrichtsgespréch fuhrt zur Idee, die Daten zu klassie-

ren und mittels Histogramm darzustellen.

Zur Ergebnissicherung und zur Einfihrung der Dichtefunk-
tion einer stetigen Zufallsgrofe dient das zweiseitige Ar-
beitsblatt ,,stetige ZufallsgréRe und Dichtefunktion.

Arbeitsblatt: stetige ZufallsgrdRe und Dichtefunktion
Z

- L

Die ZufallsgréBe X: Summe von vier Zufallszahlen zwischen 0 und 1

ist eine ZufallsgriBe, da sie im Intervall [0; 4] unendlich

Aufgabe 1:

Klassen aufgetreten sind.

— 7 .

O = N /u S
wird eine sehr groRe Zahl von Werten erfasst, so liegt der Mittelwert der erfassten Daten bei

Es wurden 3000 zufallige Auspragungen der ZufallsgréBe X erzeugt und in Klassen der Breite 0,5

cingeordnet. Die Tabelle zeigt die relativen Haufigkeiten, mit denen die Ausprégungen in den einzelnen

746067642... 3,226502479... \
2,403233672.. /\
839945266 /
1,364550647 \—

viele Werte annehmen kann.

Wichtig: Der Flacheninhalt aller Sdulen zusammen ist =

Klasse / Intervall 0,00-0,499999 | 0,50-0,999999 |[0,10-1499999 | 1,50—1,999999
Relative Haufigkeit | 0,004 0,04 0,152 0,303
Haufigkeitsdichte 0,004/0,5 =0,008
Klasse / Intervall 2,00-2499999 | 2,50-2,999999 |3,00-3499939 |350-4
Relative Hiufigkeit | 0,292 0,168 0,036 0,005
Haufigkeitsdichte
Ein Histogramm stellt die Haufigkeitsverteilung klassierter Daten :;’[:{‘:"”‘"
grafisch dar. Dazu werden Saulen in der jeweiligen Klassenbreite (im %
Bsp. ist die Breite 0,5) nebeneinander und ohne Abstand angeordnet.
Die relative Haufigkeit, die einer Klasse zugordnet ist, entspricht
e
dem Flacheninhalt der jeweiligen Saule
Die Hohe der Saule heilt auch Haufigkeitsdichte.
M
Berechnen Sie die Haufigkeitsdichten und vervollstindigen Sie die
Wertetabelle und das Histogramm gemaR folgendem Beispiel 13
fiir die Klasse [0; 0,5[.
relative Haufigkeit = 0,004, also auch "
Flicheninhalt = 0,004 = Klassenbreite - Sdulenhdhe (Dichte)
0,004 P
Saulenhohe = or 0,008, also auch Haufigkeitsdichte = 0,008
—_

—> Dabei nimmt die relative Haufigkeit
flr jeden einzelnen Wert ab.

- Die Stabe stehen besonders dicht in
dem Intervall, in welchem Werte hau-
fig vorkommen.

-> Da es unendlich viele Auspragungen
der ZufallsgroBe gibt, ist die Wahr-
scheinlichkeit fur jede einzelne Aus-
pragung Null.

Erkenntnis 2: Um die Ubersicht-
lichkeit der Darstellung zu verbessern,
kdnnen die Daten klassiert und mittels
Histogramm dargestellt werden.

- Der Fléacheninhalt jeder Séule ent-
spricht der relativen Haufigkeit, mit
welcher beobachtete Werte der Zu-
fallsgroRe in diesem Intervall liegen.

- Die HoOhe einer Sdule im Histo-
gramm zeigt die H&ufigkeitsdichte an
(je hoher, desto dichter sind in diesem
Intervall die Stébe im Stabdiagramm).

Erkenntnis 3: Bei einer stetigen Zu-
fallsgrofle lasst sich die Haufigkeits-
dichte durch eine integrierbare Funkti-
on, der Dichtefunktion, beschreiben.

- Die Wahrscheinlichkeit daftir, dass
ein beobachteter Wert der Zufallsgroie
im Intervall | liegt, entspricht dem In-
halt der Flache, die vom Graf der Dich-
tefunktion und der x-Achse auf | einge-
schlossen wird.
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Aufgabe 2:

Die vorher erzzugten Daten wurden nun indrei Histogrammen dargastalit. Von links nach rechts verringart sch die
Klassenbreite von 0,52uf0,1und 0,05, Erzzugt man immer mehr Werte einerZufallsgroBe und verringert beider
Darstellung dieser Werte die Klzssenbreite, dann nihert sich die Kontur des Histogramms einer glockenformizen

Kurve an. Diese Kurve istderGraph der so genanntzn Dichtefunktionf der Zufallsgrofe X.

on on on

A
1] 1] 1] I‘ ‘lll
o 08 o | 1

Mehmen Sieim Histrogremm links die dritte S3ulevon links in den Blick.

Diese S3ule hat einen FlScheinhalt von . = . Das bedeutet: % dererfassten Werte

ivon X liegenzwischen und 1,5, Oder, wennder Vertilung sine sehr grofie Zshl van Datenzusgrunds liest:

Die Wahrscheinlichkzit, dass 2in Wertvan X awischen 1 und 1,5 liegt, betrigt

Wenden Sia sichdem Histogramm rchts zu. Die Wahrscheinlichkeitsvertailung wird durch 2ine g mige
Kurve niherungsweise beschrieben. Betrachtet man den Flicheninhalt, den diese Glockenkurve mitder x-Achse
sinschlieRt, so ist dieser ungeféhr so groRwie dieSumme der Flscheninhzlte zllerSaulen des Histogramms,
namlich 1= 1005 Damit hatim Grenzfall (Kontur des Histogramms = Glockenkurve) such die Flsche untarder
Glockenkurva dissen Inhait. Die Wahrscheinfichkeit, dass ein Wert vonX im Intarvall [1; 1,5] liegt, entspricht dznn

dem Inhalt der Flache, die die glockenformige Kurvein diesem Intervall mit der x-Achse einschlie Bt.

WMearkieren Sizdiese Fliche undnatierenSiedas zussharise Integral: P(L $X 5 1,5)=

Schreibansie die Wahrschainlichkeit P[X= 1,5) als Intagral und g2 ben Sie dessen Wertzn. Intarpratieren Sie

Flx=15)= = d.h.

Eine ZufallsgraBe X ist stetig, wenn eine integrierbare Funktion fexistiert,
sodass fiirs,bE RmitasbgitPla <X <b) = [ f{x)dx
Achtung:P(X=k) = [ fxldx=0

Zusstafrage: Was Sndart sich, wennman in der Formal , " durch <" ersetzt?

(s. Anhang)

Anhand des Arbeitsblattes ,,normalverteilte Zufalls-
groRen und Parameter ihrer Dichtfunktion“ entde-
cken die Schulerinnen und Schiler ausgehend vom Term
der Dichtefunktion normalverteilter ZufallsgroRen die Be-
deutung der Parameter fir den Grafen der Dichtefunktion
sowie die Bedeutung eines Flachenstiicks zwischen diesem
Grafen und der x-Achse.

Leitfrage: Wie lautet der Term der
Dichtefunktion einer normalverteilten
ZufallsgréRe und durch welche Para-
meter wird diese Dichtefunktion cha-
rakterisiert?

Mogliche Zusatzfrage zur indivi-
duellen Forderung leistungsstarker
Schilerinnen und Schiiler: Durch wel-
che Transformationen geht der Graf der
Dichtefunktion f aus dem Grafen der
Funktion g mit g(x) = e *" hervor?
Beschreiben Sie, wie sich die Parame-
ter p und o auf die Lage und die Form
des Grafen von f auswirken.
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Arbeitsblatt: normalverteilte Zufallsgrofen und Parameter ihrer Dichtefunktionen

In der Matur gibt eszahlreiche stetige Grofen mit 2inem gewissen Standardwert, von welchem die tatsichlichen
‘Werte mehr oder wenigerstark abweichen. Die Verteilung dieser Werte um den Standard |Zsst sich oft durch gine
glockenfarmige Kurve beschreiben. Man spricht dannvon normalverteilten Zufallsgrofen, z.B.:

*  KorpergrofenvonPersonen gleichen Geschlechtsund Alters

* Hihnereigewichte

* Gewichtevon Meugeborensn

= zufillige Abweichungen vom NennmaR bei der Fertigung von Werkstiicken
*  Niederschlzgsmengen an einem Ort ineinem gegebenen Zeitraum

*  Messwarte sinerGrole bei naturwisse nschaftlichen Varsuchan

* usw.

Die Glockenkurve der Mormalverteilung wird charaktersiert durch zwei Paremeter:
den Mittelwert punddie Standardabweichungo.

N —lr—p?
Die Di jon finer Nomalverteilung ist gegeben durch: fig)= ——- & 7 CER

Die Zufallsgrole X: Summe von vier rwischen0und 1istn&her ise normalverteilt mitdem

Mittelwert u= 2 und der Standardabweichung o = 0,566.

Untersuchen Sie die zugehbrige Dichtefunktion mit einem digitalen Mathe matikwerkzeug auf Maximum- und

Wendestelensowie aufihr Gi hzlten. Skizzieren Sie den Graph in das Koordinatensystem.

¥
Maximumstelle:

Maximum:

Wendestellen:

Globalverhalten:

Firx-—»

Fiirx = —on

LY

‘Welcher Zusammenhang besteht zwischen diesen besonderen Stellen von fund den ParameternderVertzilung?

Walcha Bedeutung hat die Garade x = pfir den Graphvon 7

Schraffieren Sie die Fliche, deren Inhalt dem ‘r“ "f(x)dx entspricht und ermitteln Sie den Wert des Imtegrals.

Interpretieren Sie den Wertim

Begrinden Sie, inwieferndie Zufzllsgrofe ¥, die inunserem BeispielnurAusprigungen im Intarvall [J; 4] basitat,

mit der Dichtefunktion giner Normalvertzilung die ja fir x € R definiertist, modelliert werden darf.

(s. Anhang)

Die Konsolidierung erfolgt anhand von Aufgaben.

Aufgaben, z. B.

e Parameter der Dichtefunktion aus
Graf, Term oder Text herauslesen

e Graf einer Dichtefunktion bei ge-
gebenen Parametern skizzieren
(Maximum mit WTR ,,Normalpdf*
ermitteln)

e Parameter einer Dichtefunktion im
Sachzusammenhang interpretieren

Die grafische und rechnerische Ermittlung von Wahrschein-
lichkeiten normalverteilter ZufallsgréRen sowie deren Inter-
pretation im Sachzusammenhang erlernen die Schiilerinnen
und Schiler anhand von unterschiedlichen Aufgabenstel-

lungen.

Zwei Beispielaufgaben finden Sie auf dem Arbeitsblatt

,Wahrscheinlichkeiten normalverteilter ZufallsgroRen.

Leitfrage: Wie koénnen Wahrschein-
lichkeiten normalverteilter Zufallsgro-
RBen grafisch und rechnerisch (insbe-
sondere unter Nutzung des WTR) er-
mittelt werden?
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Beispielaufgaben: Wahrscheinlichkeiten normalverteilter ZufallsgréBen

Aufgabe 1

Gegeben ist der Graph dar

Dichtefunktion fir die normalverteilte / \
/ \
A
x

Zufallsgroke s

dem Schaubild entnehmen? 4D 42 48 48 43 M) &2 G4 GA 68 OO 62 64 66 6B 70 72 M4 7B

X: Gewicht von HOhnereiern in Gramm

a) Welche Informationen kinnenSie

o

) Piabehauptat: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig 2usgewihitas Hohnerai 58 Grammwiagt, liagt bei

ca. 8%. NehmenSie Stellung.

Lesen Sie susdem Graph die Parameter der Verteilung ab. Geben Sie das Integral an, welches deminhait
der grau markiz rtzn Fl3cha entspricht. Ermitteln Siz den FlScheninhalt mitdam WTR.
[WTR Hilfe: Nutzen Siezur Berechnung des gesuchten Fldcheninhalts die Verteilungsfunktion, also den

Befehl , Normalcdf™.)

=%

) Eier, die mehr 2ls 63 Grammwiagan, zéhlen zu den Gewichtsklassenl bzw. XL Beantworten Sie ohna

weitere Rechnung, wie viel Prozentder Eierin diese Kategorie fallen.

Aufgabe 2

Ein Produzent vonStuhlbeinen weilk aus Erfahrung, dass die Léngen seiner maschinell hergestellten Stuhlbeine
normalverteiltsind. Der Erwartungswert ist450 mm. Er entspricht dem Sollwertfir Stuhlbeinldngan.

Diz Standardabweichung betrigt 1,5 mm.

Ausder Produktion wird zur Qualititskontrolle zufillig ein Stuhlbeinentnommen.

al

Geben Sie den Temm der Dichtefunktion an und skizzieren Sie den zugehSrigen Graph fir x € [440; 460].
[WTR Hilfz: Funktionswertz der Dichtzfunktion kdnnenOber den Bafehl ,Nomazl pdf* ermittzit werdzn.)
bl

Ermitteln Sie ndhe rungsweise grafisch und anschlieBend mit dem WTR die Wahrscheinlichkeit

P[450 % X £ 451). Interpretizren Sie das Ergebnis im Sachzusammenhzang.

[WTR Hilfe: Nutzen Siezur Berechnung des gesuchten Fldcheninhalts die Ve rteilungsfunktion, also den
Befzhl , Narmalcdf™.)

£} Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass das zufillig entnommene Stuhlbein kirzer als 44,6 cm ist?

di

Alle 3tuhlbeing, deren Linge mehr 2ls 2 mmvom Sollwert 450 mm abweicht, geften als Ausschuss. Wisviel
Ausschuss wird aktuell erzeugt? Welche Abweichungen vom Sollwert muss derProduzent zulzssen, wenn
der Ausschuss hichstens 5% sein soll?

[WTR Hilfe: Den Wert fir 2, sodass P[X < 2) = 0,025 ist, erhalten Sie mittals , invNarmal ™.}

(s. Anhang)

Zur Einfuhrung der Sigmaregeln und Prognoseinterval-
le fur normalverteilte Zufallsgréfien ist eine Gruppen-
arbeit angedacht.

Leitfrage: Wie lasst sich ein um den
Erwartungswert der Verteilung sym-
metrisches Intervall ermitteln, in wel-
chem die beobachteten Werte der Zu-
fallsgrofle mit einer gegebenen Wahr-
scheinlichkeit liegen?

Erkenntnis 1: Bei allen normalverteil-
ten ZufallsgroRen liegen die beobachte-
ten Werte (sofern deren Anzahl grof3
genug ist) mit derselben Wahrschein-
lichkeit in einer um den Erwartungs-
wert symmetrischen Sigma-Umgebung.

Erkenntnis 2: Wenn die Parameter p
und o einer normalverteilten Zufalls-

groRe bekannt sind, kann ein um den
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Gruppenarbeit: Sigmaregeln

Erwartungswert symmetrisches Inter-

Gruppe 1

Qualitétstasts haben gezsigt, dass sin Kzfeeautomat der Marke LEO im Mittel sine Kaffeemange van 180ml vall ermittelt Werden, in dem Werte der
bei einerStandamabweichung von 2ml susgibt. Die Zufallsgrafe ,ausgegebens Kaffeemenge” wird als . R ) ;

normalverteiltangenommen. Berechnen Siefolgende Integrale: ZUfa”sgrOBe mlt EIner gegEbenen SI'
[ Fae= [ fddx= ' fie= cherheitswahrscheinlichkeit liegt
Besprechen Sigin lhrerGruppe die Bedeutung Ihrer Ergebnisse. (Prognoseinterva”).

Schon fertig? Ermittein Siz die Zshl 5, sodass [ F(x)dx = 09
------------------------------------------------------------------- Anmerkung: WTR Befehl ,,invNormal*
Gruppe 2 nUtzen.

Das Gewicht erwachsener MEnner zwischen 35 und 55 Jahren ist ndherungsweise nomalverteilt mit einem

Durchschnittsgewicht von 86 kg beieiner Standardabweichung von 12 kg. Berechnen Sie folgende Intagrale:

W e _ wiza oo _ Wi e _
E, . flxddx= E, 2a Flxdde= |; . flxddx=
Besprechen Sigin lhrerGruppe die Bedeutung Ihrer Ergebnisse.

Schon fertig? Ermittein Sie die Zshl 2, sodsss [ f (x)dx = 09

Gruppe 3

Qualitétstests zeigen, dass GO der Firma LUX eine durchschnittliche Brenndauer von 25005tunden bei
einar Standardsbweichung von 2305tundan i Die Zufallsgroka , Br wird als normalverteilt
angenommen. Berechnen3ie folgende Integrale:

I flode= I flade= I3 fladx=

Besprechen Sizin lhrerGruppe disBedeutung Ihrer Ergebnisse.

Schon fertig? Ermittein Sie die Zshl 2, sodsss [ f (x)dx = 09

Gruppe 4
Das Geburtsgewichtvon Neugeborenenwird als normalverteilt angenommen. Das mittlere Gewicht betrigt

3500g mit giner Standardzbweichung von 400g. BerechnenSiefolgende Integrale:

WS o _ e oo _ IREE
I Floddx= I fixdax= I flxdax <]
Besprechen Sigin lhrerGruppe die Bedeutung Ihrer Ergebnisse.

Schon fertig? Ermittein Sie die Zshl 2, sodsss [ f (x)dx = 09

(s. Anhang)

Auf Basis der Gruppenarbeitsergebnisse werden die gewon-
nenen Erkenntnisse in einem Unterrichtsgesprach gesam-
melt.

3.4.2 ABBILDUNGSMATRIZEN (ERHOHTES NIVEAU)
Didaktische Hinweise

Die vorliegende Unterrichtsplanung mit zugehorigen Arbeitsmaterialien geht davon aus, dass die BPE
20 ,,Beschreibung von Abbildungen durch Matrizen“ im Anschluss an die VVektorgeometrie unterrich-
tet wird. GemaR dieser Planung wird zundchst der allgemeine Umgang mit Matrizen unterrichtet. Eine
Erarbeitung der Rechenoperationen und -gesetze bei Matrizen anhand der geometrischen Abbildungen
erscheint nicht vorteilhaft, da es lediglich bei der Matrix-Multiplikation eine adidquate geometrische
Entsprechung (Verkettung von Abbildungen) gibt. Andere VVorgehensweisen sind jedoch ebenfalls
denkbar.

Die geometrischen Abbildungen werden grundsatzlich nur in der Zeichenebene, also dem R?, betrach-
tet, wobei im Sinne einer Vertiefung oder einer individuellen Forderung stérkerer Schilerinnen und
Schiler geeignete elementare Abbildungen auch in den Anschauungsraum tbertragen werden kénnen.
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Dies impliziert, dass die vorgeschaltete Matrizenrechnung sich im Wesentlichen auf 2x2-Matrizen
beschrankt, wobei jedoch die Ubertragbarkeit auf hohere Dimensionen stets thematisiert werden sollte.
Auch besteht hier die Mdglichkeit einer binnendifferenzierten Gestaltung des Unterrichts und der
Lernmaterialien.

Anknipfungspunkt der Matrizenrechnung an das Vorwissen der Schilerinnen und Schiler kénnte die
Matrixschreibweise zur Ubersichtlichen Lésung von Linearen Gleichungssystemen sein. Elementare
Umformungen kénnen dabei als Addition bzw. Multiplikation von Matrizen interpretiert werden. Uber
die Umwandlung der Matrixschreibweise (A|E) fur lineare Gleichungssysteme zur Matrixgleichung
A-% = b kann die Matrizenmultiplikation motiviert werden. Das Invertieren von Matrizen kann spéa-
ter im Zusammenhang mit der Umkehrung von geometrischen Abbildungen eingefiihrt werden.

Unterrichtsplanung

Im Folgenden wird ein mdglicher Unterrichtsgang bei der Behandlung der BPE 20 ,,Beschreibung von
Abbildungen durch Matrizen* vorgestellt. Von diesem abweichende VVorgehensweisen sind ebenfalls
mdglich. Fur diese BPE sind 25 Stunden ausgewiesen. Durch eine mdgliche Vertiefung bzw. Indivi-
dualisierung konnen weitere Stunden aus dem VIP Stundenpool hinzukommen.

BPE Inhalt
(Std.)

20.1 Einfihrung Matrizen (mégliche Motivation Uber Matrixschreibweise LGS), Vektor als
(6-8) | Sonderfall

Rechenoperationen (2x2-Matrizen, erweiterbar auf 3x3-Matrizen, Moglichkeit zur Binnendif-
ferenzierung)

e Addition (Analogie zur Vektoraddition)

e Skalare Multiplikation (Analogie zu Vektoren)

e  Multiplikation Matrix ¢ Vektor (LGS als Matrixgleichung), evtl. Skalarprodukt Zeilen-
vektor ¢ Spaltenvektor

e Matrizenmultiplikation (Verallgemeinerung von Matrix * Vektor)
Integriert in Ubungsphase:

e Besondere Matrizen (Nullmatrix, Einheitsmatrix, Diagonalmatrix) und ihre Bedeutung
bei Addition bzw. Multiplikation von links bzw. rechts

o Entdecken der Rechengesetze: Assoziativ- und Distributivgesetz, Nichtgelten des Kom-
mutativgesetzes bei Multiplikation

e Inverse Matrix (evtl. im Zusammenhang mit der Umkehrabbildung)
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20.2
(6-8)

Elementare Abbildungen in der Ebene,
Darstellung von affinen Abbildungen

e Abbildungsgleichungen in Koordinaten-
schreibweise (z. B. gemal Gruppenarbeit)
e Abbildungsgleichungen in Matrixschreib-
weise: X' = A-X+¢C
(z. B. gemal Arbeitsblatt)
e Zusammenhang mit den Bildpunkten von
0(0]0), E1(1]0), E2(0]1)
(integriert in Ubungsphase)
e Drehung um den Ursprung um einen allge-
meinen Winkel o
(z. B. Uber die Bildpunkte von
0(0]0), E;(1]0), E2(0[1))

Abbildung von Geraden (integriert in Ubungs-
phase, vgl. Arbeitsblatt ,,Affine Abbildungen,
Matrixgleichung®, 3. und 4. Aufgabe)

Gruppenpuzzle/Gruppenarbeit Abbildungen

Gruppe A: Verschiebung, Achsenspiegelung

Information:

Bei einer geometrischen Abbildung im ebenen Koordinatensystem wird jeder Punkt
P(x]x;) auf einen Bildpunkt P'(x{|x}) abgebildet. Die Abbildungsvorschrift kann haufig
durch Gleichungen beschrieben werden, die angeben, wie sich die Koordinaten x; und x5
des Bildpunktes P' aus den Koordinaten x; und x; desPunktes P berechnen

Diese Gleichungen der Form {iﬁf:: nennt man Abbildungsgleichungen

1. Verschiebung

Jeder Punkt im ebenen Koordinatensystem
sollum 3 in x;-Richtung und um —2 in xp-
Richtung verschoben werden
a) Zeichnen Sie drei beliebige Punkte und ihre
Bildpunkte zusammen mit ihren Koordina- s
ten in das Koordinatensystem ein.

b) Beschreiben Sie durch Gleichungen, wie 7 2 ot
sich die Bildkoordinaten xi , x7 !
berechnen 2
= )
= -

©) Geben Sie jeweils die Bildpunkte von -
0(0]0), Ey(1/0) und E;(0]1) 2n

Arbeitsblatt Abbildungen | affine Abbildungen, Matrixdarstellung

3. Aufgabe
Gegeben sind die Punkte A(—2|1), B(1|4) sowie eine Abbildung in Matrixdarstellung
W\ (1 2y (Ery, (—1
(=0 D@+
a) Veranschaulichen Sie sich die Teilaufgaben b) bis d), indem Sie die darin vorkommenden
Punkte und Geraden in ein Koordinatensystem einzeichnen.
b} Berechnen Sie die Koordinaten der Bildpunkte A, 5"
€) Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden g durch 4, B in Parameterform und wihlen
Sie einen beliebigen weiteren Punkt C auf g
d) Berechnen Sie die Koordinaten von €' und zeigen Sie, dass ' auf der Geraden g’
durch A',B' liegt
€) Begriinden Sie, dass es sinnvoll ist, die Gerade g” als die Bildgerade von g zu bezeich-
nen.

(s.

Anhang)

20.3
(8-10)

Verkettung und Verallgemeinerung ele-
mentarer Abbildungen

e Verkettung von Streckung und Verschie-
bung (nicht kommutativ)

o Drehstreckung als Verkettung von Drehung
und Streckung (Sonderfall: kommutativ)

e Spiegelung an achsenparalleler Gerade, z. B.
X1 =¢

e Spiegelung an Ursprungsgerade,
z.B. x, =tan(¢) - x4

e Drehung um ein beliebiges Drehzentrum Z

o Verkettung zweier Drehungen um 0(0]0);
Additionstheoreme

N

. B. als Gruppenarbeit gemal Arbeitsblatt

Arbeitsblatt Abbildungen | verkettung von Abbildungan

Verkettung von Abbildungen

Information:
Durch Verketung, d.h. Hintereinanderausfihrung von Abbildungen lassen sich neue Abbil-
dungen erzeugen. Dies ist vergleichbar zur Verkettung von Funktionen. Dabei wird einem
Punkt P durch ¥ = 4 - %+ der Punkt P' und diesemdurch x = B - ¥ +d der PunktP*
zugeordnet, insgesamt also
P ¥oAi+i - T =B Y +d=B (A-F+H+rd=(8-4)-F+5-F+d
Es ergibt sich somit eine neue Abbildung die dem Punkt P den Bildpunkt P* zuordnet mit der
Abbildungsmatrix 5 - 4 und dem Verschiebungsvekror 5 - £ + d

= (B-A)-FH(B-E+d)

Arbeitshlatt Abbildungen | veraligemeinerung von Abbi

Wir wollen nun ghnlich wie im Beispiel weitere Abbildungen veraligemeinern, indem wir sie
auf eine elementare Abbildung zurlickfiihren. Bestimmen Sie jeweils die Abbildungsgleichung
und iberprifen Sie ihr Ergebnis mit einer Zeichnung.

2. Aufgabe

Spiegelung an einer achsenparallelen Geraden
a) Spiegelungan g:x, = 3

b) Spiegelungan hixs = —2

3. Aufgabe

Drehung um das Drehzentrum Z(2|1) mit dem Winkel @ = 60°.

(s. Anhang)
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Madgliche Vertiefungen (nicht im Bildungs- Arbelsbiart Abbidungen | Sedtiimeng i AbSaieicivgs
plan) 5 ¢ von Abbild
e Umkehrabbildung (zur Motivation der inver- | | ‘e

sen Matrix)
e Bestimmung allgemeiner Abbildungen aus
den Bildpunkten von drei nicht-kollinearen

Punkten

Arbeitsblatt Abbildungen | Fixpunkte und Fixgeraden

(z. B. gemal Arbeitsblatt, kann auch als
Wiederholung zur Lésung von 3x3-LGSen
genutzt werden.) s

Abbildung. So

Fixpunkte und Fixpunktgeraden

e Fixelemente
— Fixpunkte
— Fixpunktgerade
(z. B. gemal’ Arbeitsblatt)

Schreibt man die Bedingung P’
schreibweise, 5o ergibt sich di

Zeigen Sie mit Hilfe der Rechengesetze fur Ma
umformen |8sst zur so genannten Fixpunktglei

die Koordinaten x,, x, des
en, 50 hat die Abbildung
ne solche Gerade aus lauter

(s. Anhang)

4  Umsetzungsbeispiele fir Vertiefung — individuali-
siertes Lernen — Projektunterricht (VIP)

4.1 Digitale Tools zur Individualisierung und Klassenfiihrung

Die folgenden digitalen Tools listen drei Beispiele fur den Unterrichtseinsatz mit Blick auf die Indivi-
dualisierung auf. Damit konkretisieren sie aus technischer Sicht Gesichtspunkte, die im Vorwort des
Bildungsplans — auf der Grundlage der Broschire Individuelle Forderung mit digitalen Endgeraten
(Ministerium fiir Kultus und Sport vom November 2017, s. https://www.schule-bw.de/themen-und-
impulse/individuelles-lernen-und-individuelle-foerderung/berufliche-schulen/hr_digitale-
endgeraete.pdf ) — aufgelistet sind:

Schon seit geraumer Zeit wird versucht Moodle, als Lernplattform in den Schulen zu etablieren. Des-
sen vielféltige Moglichkeiten des Datenaustausches kdnnen durch die Einbindung weiterer Bestandtei-
le ergénzt und durch den Systemadministrator fir eine Lerngruppe freigegeben werden.

Microsoft OneNote kann sowohl zum Selbstmanagement der Lehrkraft als auch als Kooperations-
instrument mit Schulklassen verwendet werden. In Verbindung mit einem Stift kénnen digitale Ar-
beitsblatter sogar handschriftlich bearbeitet werden.

In GeoGebra Groups kann jede Lehrkraft eigensténdig eine Lerngruppe einrichten und dort flr diese
Dateien aller Art (PDF-Dateien, Videos und unterschiedliche Aufgabenformate) zur Verfligung stel-
len. Auch handschriftliche Schiilerergebnisse kénnen in einen personlichen Bereich hochgeladen und
von der Lehrkraft kommentiert werden.
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Anleitung GeoGebra Groups
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(s. Anhang)

Anleitung Moodle
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(s. Anhang)
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4.2 Aufgaben zur Individualisierung im Mathematikunterricht

Aus dem Vorwort des Bildungsplans wird die zentrale Bedeutung der Individualisierung fiir die Quali-
tat des Mathematikunterrichts deutlich. Die folgenden Beispiele illustrieren, wie die Individualisierung
auf unterschiedliche Weisen realisiert werden kann.

4.2.1 PARABEL FALTEN
Vorbemerkung

Nicht nur die unterschiedlichen schulischen Biografien und Abschllsse unserer Schilerinnen und
Schiler in den Eingangsklassen der beruflichen Gymnasien schaffen eine Inhomogenitat und damit
eine zusétzliche didaktische Herausforderung, sondern die unterschiedlichen affektiven und kognitiven
Dispositionen sind so mannigfaltig, wie wir lernende Individuen in den Klassen haben. Fir den Ma-
thematikunterricht ergibt sich daraus die Forderung nach einem moglichst ausgewogenen Verhéltnis
der dargestellten Représentationsformen (siehe Abbildung).

Wort Symbol
Durch das Falten meh- | —— MM — ;
rerer Geraden lasst g(x) =mx—m

sich die Hullkurve eine
Parabel falten.

Handlung

Gibt man sequenziell das Unterrichtsgesprach zugunsten schriftlich formulierter Arbeitsauftrédge auf,
er6ffnen sich wahrend des Unterrichts Mdglichkeiten der Interaktion mit einzelnen Schiilerinnen und
Schilern. Der Nutzen fir die Schiilerinnen und Schiler liegt auf der Hand: Neben dem Gefiihl indivi-
duell wahrgenommen zu werden, kann ihr Lernprozess effektiv unterstiitzt werden. Der Nutzen fur
den Unterrichtenden findet sich aus padagogischer Sicht in dem personlicheren Beziehungsaufbau,
was Unterrichtsstorungen vorbeugen kann. Ferner erlaubt der Dialog frihzeitig auf Verstandnis-
schwierigkeiten einzugehen, einzelne Aspekte zu wiederholen und zu vertiefen, kurz: schneller regu-
lierend auf den Lernprozess Einfluss zu nehmen.

In folgendem Unterrichtsbeispiel, welches auf eine Doppelstunde ausgelegt ist, wurden die einzelnen
Impulse in drei Phasen geteilt und sollten sukzessive an die Lernenden ausgegeben werden.
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Phase 1

Ziel: ,,Falten von Geraden‘ nach einem vorgegebenen Schema

Phase 1

Legen Sie ein kariertes Blatt Papier quer vor sich und schneiden Sie gegebenenfalls
den unteren Rand so ab, dass die Karos vollstandig sind.

Zeichnen Sie parallel, 1 cm vom unteren Rand entfernt, die x-Achse ein und durch die
Mitte des Blattes die y-Achse. Beschriften Sie die Achsen. 1 LE entspricht 1 cm.

Zeichnen Sie den Punkt F[O|1.|ein,

Durchstoen Sie mit einem spitzen Bleistift die Punkte P4(—3(0), P2(- 2(0); Pa(-10);
P.(10), P5(2[0); P&(30)

Falten Sie das Blatt so, dass der untere Blattrand durch den Punkt F verlauft und
Jeweils ein DurchstoRpunkt genau in dem Falz liegt.

Ziehen Sie die gewonnene Faltlinie mit einem bunten Stift nach. Verwenden Sie far
die einzelnen Geraden unterschiedliche Farben

Beschreiben Sie Ihre Beobachtung und Uberlegen Sie, wie das Bild aussehen wirde,
wenn mehr solcher Geraden eingezeichnet wirden. Notieren Sie lhre Vermutung

A

Durchstofipunkt P_y(-110) ¥

unterer Blattrand

(s. Anhang)

Die Zielformulierung ist an dieser Stel-
le bewusst kryptisch gehalten, um das
Ergebnis

angestrebte  berraschende

nicht vorwegzunehmen.

Um den ersten Zugang mdglichst ein-
fach zu halten, wurden die verbalen
Arbeitsanweisungen durch Bilder er-
ganzt.

Das selbststandige Erzeugen der Hull-
kurve mittels Falttechnik dirfte fir
viele Lernende (berraschend
Dadurch wird eine subjektive Veranke-

sein.

rung des Lerngegenstandes vorbereitet,
der durch das schriftliche Formulieren
einer Hypothese verstarkt wird.

Phase 2

Ziel:

Ubertragen der Geradengleichungen auf den

Rechner zur Uberpriifung der Hypothese

Der Lernende erkennt, dass die Geraden eine Parabel einschlieen, und ermittelt die zugehorige Funk-

tionsgleichung.
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Phase 2 Ziel: Ubertragen der Gera i auf den R

1. Schritt
i Sie die ichungen und tragen Sie diese in die Tabella sin.

negative x-Achse positive x-Achse

2. Schritt
Beschreiben Sie in eigenen Worten, wie die Werte der Steigung und die des y-

3. Schritt
Die Steigung einer Geraden betragt m = 0,5. Die Gerade wird nach dem gleichen Muster wis
die Geraden oben gebildet Wie lautet die zugehdrige Funktionsgleichung?

[

4. Schritt
Driicken Sie die Funktionsgleichungen mit Hilfe des Parameters m aus

o I

und dberpriffen Sie lhr Ergebnis, in dem Sie einige Geraden mit der App GeoGebra
zeichnen.

Tipp: Schieberegler einfigen, siehe Anleitung:

5. Schritt

Finden Sie einen Graphen, der sich an die Geraden anschmiegt. Zeichnen Sie dazu
miglichst exakt den Graphen auf dem Arbeitsblatt ein.

Ubertragen Sie den Graphen auf lhren Rechner und kontrollieren Sie lhr Ergebnis.

Bereits aus der Mittelstufe bekannte
Inhalte werden implizit wiederholt.
Dadurch wird neben einer Auffrischung
der Kenntnisse das Bewusstsein ge-
starkt, etwas zu konnen. D. h. bereits
erworbene Kompetenzen erfahren eine
Bestatigung, aus deren Folge sich ein
hoheres Mall an Sicherheit beim Ler-
nenden einstellen kann.

Mittels Beschreibung in eigenen Worten
soll vor der Formalisierung eine héhere
subjektive Beteiligung herbeigefihrt
werden.

Ferner erlaubt dieser Zwischenschritt
eine Differenzierung. Denn einzelne
Schilerinnen und Schiiler werden sehr
wohl das Muster beschreiben konnen,
aber noch nicht durch einen neuen Pa-
rameter symbolisch auszudriicken wis-
sen.

(s. Anhang)
1) ' :
b e
Y 4 ;
\
s ~
(s. Anhang)

Rechnerkompetenzen kénnen z. B.
durch ein Informationsblatt eingefiihrt
werden. Der Einsatz von GeoGebra
erlaubt, dass der Lernende seine Ergeb-
nisse selbststandig tberprifen kann. In
dieser Weise eingesetzt verschafft der
Rechner Freirdume fir den Unterrich-
tenden.

Die meisten Schilerinnen und Schiler der Klasse werden in der Unterrichtsstunde nur die Phase 2
abschliellen. Die Phase 3 wird von weniger als einem Drittel der Schilerinnen und Schiiler erreicht
und erfolgreich gel6st und bietet die Chance auf Differenzierung an.
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Phase 3

Ziel: Die Definition der Parabel Uber Leitgerade und Brennpunkt verstehen.

Phase 3 Ziel: Die Definition der Parabel uber Leitgerade und Brennpunkt verstehen.

Die formalere Aufgabenstellung bildet

Schritt 1
I Falten Sie die einzelnen Geraden nochmals entlang der Falzlinie. Der Blattrand verlauft e|ne erste Hurde, e|ne ZWe|te erd durch
wieder durch den Punkt F.
Il. Markieren Sie jetzt den Punkt auf dem unteren Blattrand, der durch den Punkt F verlauft dle Offenhelt erreICht Der Lernende
(siehe Abbildung). Fahren Sie so fir jede Gerade fort A . . .
lll. Benennen Sie die Punkte mit Li: La, Ls, usw. muss nun elgenStandlg geelgnete ma-
IV. Die Senkrech if die x-Achse durch die Punkte L+; La... schneiden die Parabel in Hy; 1 1
H;em::wrec ten s auf die x-Achse durch die Punkte schneiden die Parabel in thematISChe Werkzeuge wie den Satz
/ des Pythagoras auf das Problem anwen-
_‘ ' den und das Vorgehen eigenstandig
\ /
Durchstoftpunkt P.i(-10) » /) strukturieren.
w/ : , :
A Die Information ,,H; liegt auf der Para-
e . . .
7 bel* muss an dieser Stelle mit Kenntnis-
// 4 sen des Funktionsbegriffs interpretiert
F . .
werden, damit Punkt H in der Form
L H A s 4 1 .
N s o) (x| sz) ausgedriickt werden kann.
Schritt 2 1 1
Zeigen Sie, dass fur alle Strecken LH und HF gilt: ’ﬁ‘ = ,ﬁ| M It den algebraISChen Umformungen
atc:\?e”r:tgie den Informationstext ,Definition der Parabel” vom Pult und Gbertragen Sie die Begriffe Werden M ItteISthenkenntnlsse Impl IZIt
Brennpunkt und Leitgerade auf Ihre Ergebnisse. Begrunden Sie, weshalb man durch obige .
Faltanweisung eine Parabel erhalt. W|ederh0|t

et ettt
Informationstext: Definition einer Parabel
Eine Parabel ist die Menge aller Punkte x, deren Abstinde zu einem

fgsgan Punkt F (Brennpunkt) und zu einer Geraden L (Leitgerade) gleich Fur d ie Lernenden der El ngangSk|aSSE
sind.
bedeutet dieser Argumentationsgang

(s. Anhang) eine Herausforderung.

Der Transfer miindet in der Fragestel-
lung, warum durch das Falten die glei-
chen Absténde erzeugt wurden.

AbschlieBend sollten die Ergebnisse im Plenum vorgestellt und diskutiert werden, eine kurze Dar-
stellung von Anwendungen beispielsweise anhand des Parabolspiegels unterstreicht den Bil-
dungsgehalt des Lerngegenstandes und schlie3t die Unterrichtssequenz ab.

4.2.2 UBUNGEN ZUR SCHNITTPUNKTBERECHNUNG

Didaktische Hinweise

Die hier vorgestellte Unterrichtssequenz stellt exemplarisch die Mdglichkeit vor, Elemente des impli-
ziten und des produktiven Ubens mit Elementen des Problemlésens zu kombinieren. So werden Inhal-
te der Sekundarstufe I, wie das Zeichnen von Parabeln und die Berechnung von Schnittpunkten, ge-
nutzt, um eine aufgeworfene mathematische Frage zu beantworten. Das Formulieren einer Hypothese
und deren Bestatigung erfolgt zwar noch in relativ enger Fiihrung und sind von daher nur als ein erster
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Schritt hin zu einer eigenstandigen Bearbeitung von mathematischen Problemen zu verstehen. Damit
versteht sich dieses Beispiel als ein erster Beitrag, um den im Vorwort des Bildungsplans formulierten
Auftrag nach ,,einer zunehmend eigenstandigen Auseinandersetzung mit mathematischen Inhalten und
Problemstellungen* der Lernenden auf den Weg zu bringen (umzusetzen).

Eine fortwahrende Beobachtung des Lernprozesses durch die Lehrkraft ist fiir eine gezielte und unter-
stitzende Steuerung der Lernprozesse unabdingbar. Schwierigkeiten mit dem Zeichnen von Schaubil-
dern oder dem Ldésen von quadratischen Gleichungen sind ebenso zu erwarten, wie bzw. Schwierig-
keiten, die durch Abweichungen aufgrund von Rundungsfehlern entstehen. Um diesen Schwierigkei-
ten begegnen zu konnen, eréffnet sich fur die Lehrkraft die Mdglichkeit, wahrend der einzelnen Ar-
beitsphasen gezielt zusétzliche individualisierte Steuerungsimpulse zu setzen. Der Einsatz der Appli-
kation Photomath (oder z. B. Microsoft Math Solver) erhoht die Wahrscheinlichkeit, dass die Lernen-
den ihre Ergebnisse selbststandig tUberprifen und ohne Hilfestellung durch die Lehrkraft korrigieren.

Die Verwendung von Parametern beim allgemeinen Nachweis der Unabhéangigkeit der Schnittpunkt-
koordinaten von den gewdrfelten Koeffizienten markiert den Ubergang in die Sekundarstufe Il. In
diesem Beispiel ergibt sich die Einflihrung einer zusétzlichen Variablen organisch aus der Fragestel-
lung, sodass diese Unterrichtssequenz neben der methodischen Hinfuhrung auch als ein Beispiel zur
Erweiterung des Variablenbegriffs verstanden werden kann.

Hinweise Photomath:

Ist sowohl im App-Store, wie bei Google Play verfiigbar.
Installation auf den Handys oder Tablets sollte vor der Stunde erfolgen.
Gleichungen werden abgescannt und geldst.

Losungsschritte kdnnen angezeigt werden.

Phase Methodisch-didaktische Hinweise zum Unterrichtsver- | Arbeitsmateria-

lauf lien/Hinweise/Bemer
kungen

Unter- Die zentrale Forschungsfrage wird formuliert und damit wird | Formulierung der

richtsein- die inhaltliche Zielsetzung bekannt gegeben. Damit zu einem | These:

stieg spateren Zeitpunkt ein Uberraschungseffekt fir die Lernen- Die Zahl 2 habe eine
den moglich ist, wird zu diesem Zeitpunkt nicht weiter auf besondere Eigenschaft:
die Frage eingegangen. Ist 2 magic?
Anhand des folgenden Arbeitsblattes werden die einzelnen
Phasen vorgestellt. (Methodische Strukturierung der Stunde)

Erarbei- Die zufallig generierten Funktionsgleichungen erhéhen die Material:
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Wabhrscheinlichkeit, dass die Lernenden von den Ergebnissen
uberrascht sind. Zudem werden so viele unterschiedliche
Beispiele erzeugt, die den Ausgangspunkt flr die Frage, nach
der Allgemeingultigkeit der Aussage bilden.

Intention:

e Aufgabe 1b) Uben der elementaren Fertigkeit ,,Parabeln
zeichnen“ im Kontext der Forschungsfrage.

e Aufgabe 1d) Uben der elementaren Fertigkeit ,,Parabeln
zeichnen“ und ,,Schnittpunkte von Parabeln berechnen
berechnen (Ldsen von gquadratischen Gleichungen im
Kontext der Forschungsfrage).

e Eigenstandige Kontrolle bzw. Verifizierung des Ergeb-
nisses mittels Photomath, mit dem Ziel, Rechenfehler zu
erkennen und zu eliminieren. Dariiber hinaus dient die
Kommentierung der einzelnen Umformungsschritte als
Beispiel fur die Dokumentation (Musterlésung).

Fur jeden Schuler wer-
den drei verschieden-
farbige Wurfel, entspre-
chend den Farben der
Koeffizienten benotigt.

Arbeitsblatt Teil 1

Ist die Zahl 2 magic?

(s. Anhang)

Erarbei-
tung I
Pair

In Kooperation mit einer Mitschdilerin, einem Mitschiler
werden die Rechnung und die Ergebnisse verglichen. Die
Ubereinstimmung der Schnittpunktkoordinaten ist durch die
zufallig erzeugten Funktionsgleichungen auf den ersten Blick
durchaus tberraschend. Die Verbalisierung dieser Beobach-
tung in Form einer These bildet den Ubergang zur dritten
Phase.

Arbeitsblatt Teil 2:

2. Phase mit dem Nachbarn
Vergleichen Sie die Schnittpunktkoordinaten mit denen lhres
Nachbarn und formulieren Sie gemeinsam eine Vermutung.

Erarbei-
tung Il
Share

Die formulierte Hypothese aus Phase Il wird durch zwei wei-
tere Beispiele untermauert und die Frage nach der Allge-
meingultigkeit stellt sich unvermeidlich.

Der Nachweis erfordert die Verwendung eines Parameters.
Es ist nicht zu erwarten, dass die Uberwiegende Anzahl der
Lernenden in der Eingangsklasse dieses Konzept schon ei-
genstédndig anwenden kann. Potenziell dient dieser Arbeits-
auftrag zur zeitlichen und inhaltlichen Differenzierung und
leitet zur abschlieRenden Unterrichtsphase Uber.

Arbeitsblatt Teil 3

3. Phase
) Such

Konsoli-
dierung

Im Klassenverband berichten die Lernenden (ber ihr VVorge-
hen und ihre Erkenntnisse. Alle Ergebnisse werden an der
Tafel gesammelt. Es findet eine Problematisierung von ge-
rundeten Ldsungen statt.

Die Frage nach der Allgemeingultigkeit wird mit Blick auf
die Verwendung eines Parameters erneut gestellt und mithilfe

Madglicher Tafelan-
schrieb
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der nebenstehenden Gleichung beantwortet.

Die Frage, ob die Zahl 2 eine Ausnahme bildet — und damit
,»magic* ist —, oder aber ob jede andere Zahl zum gleichen
Effekt fUhrt, kann nun anhand der Gleichung diskutiert und
beantwortet werden.

Nachweis der Unab-
hangigkeit der Schnitt-
punktkoordinaten von
der Ausgangsfunktion
ax?+bx —c
=(a+2)x*+ (b
+ 2)x
— (C
+2)
x2+x—1=0

4.2.3 AUFGABE ZU TRIGONOMETRISCHEN FUNKTIONEN (ADDITIONSTHEOREME)

Diese Aufgabe zum Entdecken der Additionstheoreme mithilfe der Eigenschaften von trigonometri-
schen Funktionen liegt in mehreren Varianten vor. Im Gegensatz zu den eher problemldseorientierten
Versionen (vgl. 3.2.1) entdecken die SuS bei dieser Aufgabe (siehe Anhang) in einer Form des kon-
struktiven Ubens einen neuen Sachverhalt, die sogenannten Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus.
Diese sind zwar nicht im Bildungsplan enthalten, geben dem Umgang mit trigonometrischen Funktio-

nen jedoch einen uiber das reine Uben hinausgehenden Sinn.

5 Linksammlung

Weitere Materialien findet man unter:

Cosh (cooperation Schule:Hochschule) und Mindestanforderungskatalog
https://cosh-mathe.de/materialien

WADI (Wachhalten und Diagnostizieren)

https://lehrerfortbildung-bw.de/u_matnatech/mathematik/gym/bp2004/fb1/modul4/basis/

Ubergange gestalten

https://www.schule-bw.de/faecher-und-schularten/berufliche-schularten/if

Mathebriicke (wird aktuell Uberarbeitet)
www.mathebriicke.de

Pool-Aufgaben des 1QB (Institut zur Qualitat im Bildungswesen)
https://www.igb.hu-berlin.de/abitur/sammlung/mathematik
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