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Definitionen substanzieller Lernumgebungen und Aufgaben

Entdeckungen an der Zahlenraute

� Die Aufgabe

� Kurzbeschreibung der Einheit

� Einordnung in den Bildungsplan und die Bildungsstandards

� Was steckt dahinter?
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Dokumentation einer möglichen Umsetzung

� Die Aufgabe

� Das müssen die Kinder bereits können

� Das werden die Kinder lernen

� Möglicher Einstieg und Zugang

� Kommentierte Schülerlösungen aus den Klassen 1, 2 und 3
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Dokumentation einer möglichen Umsetzung � Fortsetzung

� Mögliche Klärung und Vertiefung mit Wortspeicher

� Felder der Weiterarbeit:

� Summen

� �Schöne� Muster

� Gesamtsumme mit Reflexionsphase

� Offene Weiterarbeit

� Reflexion der Lehrkräfte

... und so könnte es weiter gehen
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Substanzielle Lernumgebungen �sind u. a. dadurch gekennzeichnet, dass in 
ihnen  
� zentrale Ziele, Inhalte (fundamentale Ideen) und Prinzipien des 

Mathematiklernens repräsentiert sind, 
� dass sie reichhaltige Möglichkeiten für mathematische Aktivit äten der 

Lernenden bieten 
� und dabei didaktisch flexibel an die spezifischen Bedingungen einer 

(heterogenen) Lerngruppe angepasst werden können.�
Krauthausen & Scherer (2010), S. 7
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Eine substanzielle Aufgabe ist �

� eine Aufgabe für alle Kinder; 

� eine Aufgabe, die inhaltliche und prozessbezogene Kompetenzen fördert;

� eine Aufgabe, die Entdeckungen unterschiedlicher Komplexität ermöglicht;

� eine Aufgabe, die in unterschiedlicher sozialer Interaktion gemeinsam 
bearbeitet wird;

� eine Aufgabe, deren Bearbeitung sich über eine oder mehrer e 
Unterrichtsstunden erstrecken kann;

� eine Aufgabe, die über mehrere Schuljahre hinweg modifizie rt immer wieder 
aufgegriffen werden kann.
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Eine substanzielle Aufgabe bietet jedem Kind die Möglichkeit, 

� an den eigenen Vorkenntnissen anzuknüpfen;

� im eigenen Tempo zu arbeiten;

� herausgefordert zu werden;

� Entdeckungen durch individuelle Zugänge und Impulse zu ma chen;

� inhalts- und prozessbezogene Kompetenzen zu erwerben.
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Mögliche weitergehende Aufträge:
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Zur Erforschung der Zahlenraute werden die Kinder aufgefordert, Muster 

und Strukturen zu beobachten, zu beschreiben und zu dokumentieren. 

Weiterhin erhalten sie die Gelegenheit, arithmetische Forscheraufträge zu 

verfolgen, wie z. B.

� Wie kannst du möglichst geschickt alle Zahlen addieren?

� Suche Ausschnitte, die genau 20 ergeben!
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Bildungsplan 2016 KMK-Standards
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Das Aufgabenformat verbindet in idealer Weise arithmetische und 

geometrische Muster und Strukturen, die je nach Größe de r Zahlenraute in 

unterschiedlichen Zahlenräumen von Kindern erforscht werd en können.
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� In den äußeren Reihen rechts und links befindet sich von 1  
beginnend die fortlaufende Zahlenreihe.

� In allen Zeilen befinden sich ausschließlich die gleichen Zahlen, die 
am Beginn der Zeile stehen.

� In den Spalten stehen jeweils gerade oder ungerade Zahlen.

� Die kleinste und größte Zahl kommen jeweils nur einmal vor und 
befinden sich an der oberen bzw. unteren Spitze der Raute.

� Die Raute besitzt eine senkrechte Symmetrieachse.

� Die Zahlen in der Raute können zu Zahlenpaaren zusammen gefasst 
werden, die jeweils das Doppelte der Zahl ergeben, die sich in der 
äußeren linken Ecke befindet.

� � 
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3+5= 8, 2+6=8, 1+7=8, 3+5=8 2+6=8, 3+5=8, 4+4=8, 4+4=8, 8�8=64

1, 2+2=4, 3+3+3=9, 4+4+4+4+=16, 5+5+5+=15, 6+6=12, 7, 1+4+9+16+15+12+7=64

4+3+2+1=10, 5+4+3+2=14, 6+5+4+3=18, 7+6+5+4=22, 10+14+18+22=64

2������������������3�+ 56��� �7� ��#���������-�������� 

Um die Gesamtsumme aller Zahlen der Zahlenraute zu berechnen, bieten sich 
verschiedene und unterschiedlich geschickte Rechenwege an.
Am Beispiel der Zahlenraute mit 16 Feldern :

� Lösungsweg 1 :
Zunächst werden jeweils alle Zahlen einer Reihe berechn et, anschließend 
werden diese Ergebnisse addiert.

� Lösungsweg 2:
Zunächst werden jeweils alle Zahlen in einer Zeile add iert, 
anschließend werden diese Ergebnisse addiert.

� Lösungsweg 3:
Zunächst werden Zahlenpärchen, die zusammen 8 ergeben ge bildet. 
Anschließend wird die Anzahl der Pärchen mit 8 multipli ziert.
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� In allen Feldern stehen Zahlen, in jeder Zeile steht immer die gleiche Zahl.
� Durch Abzählen kann schnell festgestellt werden, wie oft e ine Zahl

insgesamt vorkommt.
� In der Raute finden sich Zahlenfolgen, die teils mit 1, 2, 3 � beginnen,

in weiteren Folgen jedoch mit anderen Zahlen anfangen.
� Wenn gleiche Zahlen markiert werden, entsteht ein Muster.
� Durch das Markieren anderer Gemeinsamkeiten oder Auffäll igkeiten

entstehen weitere Muster.
� Die Ecken der Raute haben besondere Bedeutung.
� Innerhalb der Zahlenraute gibt es Ausschnitte mit spiegelbildlichen Mustern.
� Wenn man die Zeilen addiert, kommen in der oberen Hä lfte der Raute immer 

Quadratzahlen heraus. (2+2= 2�2, 3+3+3=3 83, 4+4+4+4=484, usw.)
In der unteren Hälfte ist dies nicht der Fall.

� In den Reihen, die parallel zu den Außenkanten liegen , sind die Zahlen
immer um eins größer oder kleiner, je nachdem von welche r Seite man 
anfängt. Von links: z. B. 4, 3, 2, 1 und 6, 5, 4, 3 un d 7, 6, 5, 4

� ...
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Die Kinder benötigen im gewählten Zahlenraum sichere Zahlvorstellungen, wenn 
es um das Erforschen der Zahlbeziehungen geht.

Weiterhin benötigen die Kinder Kenntnisse über Zahlei genschaften, die sie beim 
Erforschen des Feldes vertiefen und ergänzen können, wie z . B. gerade und 
ungerade.

Die Kinder müssen Grundvorstellungen zum Addieren besitzen . Darauf 
aufbauend können sie über die fortgesetzte Addition Erf ahrungen zur 
multiplikativen Struktur der Zahlenraute sammeln. Sollen multiplikative 
Beziehungen vertiefend entdeckt werden, benötigen die K inder 
Grundvorstellungen zur Multiplikation und Division.

'�� �:���� ��� /����� -������ �6����
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Die Zahlenraute eignet sich zum individuellen Aufbau allgemeiner mathematischer 
Kompetenzen, da ein sehr breites Spektrum an Entdeckungen gesammelt werden 
kann. Jedes Kind kann hier mitwirken und seine Erkenntnisse darstellen, in dem es 
z. B. 

� in der Zahlenraute Auffälligkeiten farblich kennzeichnet , 
� mit Worten beschreibt, was es entdeckt hat, 
� mithilfe von Zahlen beschreibt, was ihm auffällt, 
� anhand von Rechnungen Überlegungen festhält.

Ausgehend von ihrem Lernstand lernen die Kinder sich mit einer mathematischen 
Struktur auseinanderzusetzen und erfahren, dass sie hierzu ihr Vorwissen nutzen 
können. 
Im Austausch mit anderen Kindern und der Lehrkraft üben  sie, eigene 
Beobachtungen und Überlegungen darzustellen sowie die vo n anderen 
aufzunehmen und zu verarbeiten. Dabei wird ihnen deutlich, wie nützlich es ist, die 
eigenen Beobachtungen übersichtlich und klar darzustellen,  bei der Zahlenraute 
z. B. durch farbiges Markieren, Umranden und Beschriften.

'���7����������/������������
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� Zu Beginn erhält jedes Kind 
entsprechend seiner Lerngegebenheiten 
die Möglichkeit, die Struktur der 
Zahlenraute in Ruhe kennenzulernen. 
Auf einem Blatt, auf dem sich die 
Zahlenraute befindet, kann das Kind 
alles eintragen, was ihm auffällt. 

� Bei sehr heterogenen Lerngruppen bietet 
es sich an, den Kindern unterschiedliche 
Zahlenrauten anzubieten. Mathematisch 
fortgeschrittene Kinder erhalten so die 
Möglichkeit, sich mit anspruchsvollerem 
Zahlenmaterial zu beschäftigen. 

� Aufgrund der gemeinsamen Struktur der 
Zahlenraute ist ein Austausch in der 
Lerngruppe möglich und gewinnbringend 
für alle.
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Beispiel aus Klasse 1: 
�Ungerade und gerade.�

Schaue dir die Zahlenrauten genau 
an. Was kannst du entdecken?
Schaue dir die Zahlenrauten genau 
an. Was kannst du entdecken?
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�Ich entdecke, dass 
man bis 9 zählen kann. 
Ich entdecke, dass
in der Mitte ungerade
Zahlen sind�
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�In dem rosa Kästchen 
ist ja eine 1 und in der 
nächsten Zeile im ersten 
Kästchen ist eine 2�

�Die Zahlen sind in 
einer Reihe. Ein Viereck 
in der Mitte�
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�Die Eins und die Sieben sind nur eine 
Zahl. Aber die Zwei sind zwei, die Drei 
sind drei, die Vier sind vier, die Fünf sind 
fünf und die Sechs sind wieder zwei? 
Und die Reihen von oben nach unten 
sind 1,2,3,4 dann 2,3,4,5 dann 3,4,5,6�
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� Nach einem ersten Erforschen in 
Einzelarbeit kann ein Austausch im 
Plenum über die gesammelten 
Erkenntnisse stattfinden. 

� Sehr hilfreich erweist es sich an 
dieser Stelle, wenn die Kinder 
anhand ihrer Dokumentationen ihre 
Beobachtungen zeigen und 
erläutern können. 

� Aufgrund der zahlreichen 
Eigenschaften der Zahlenraute 
können hier alle Kinder einen 
Beitrag leisten und ihre 
Entdeckungen in die 
Lerngemeinschaft einbringen.
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Beispiel aus Klasse 3
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� Anhand der in den Schülerlösungen 
bereits aufgetauchten Fachbegriffe 
lässt sich im Plenum eine 
verbindliche  Formulierungshilfe in 
Form eines Wortspeichers 
erarbeiten.  

� Die begriffliche Vereinbarung 
�diagonal� bezieht sich in diesem 
Falle auf die parallel zur Außenkante 
verlaufenden Reihen in der 
Zahlenraute. Der Begriff wurde so 
gewählt, da die Reihen diagonal zur 
Tafel verlaufen.

vertikal

Spalte

Zeile

horizontal
Diagonale
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Beispiel aus Klasse 2

Beispiel aus Klasse 1
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Beispiele Klasse 2
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Beispiel aus Klasse 3
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Beispiele aus Klasse 3
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Bei der Aufgabenstellung 

wird beim Vorstellen und Diskutieren 
im Plenum, die Verknüpfung von 
prozessbezogenen mit inhaltlichen 
Kompetenzen besonders deutlich.
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Beispiel aus Klasse 2
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Im Rahmen einer sehr offenen Aufgabenstellung 
können Kinder auch eigene Zahlenfelder erfinden, 
erforschen und anderen vorstellen..
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Erfahrungen

Der hohe Aufforderungscharakter des Aufgabenformats weckte bei allen Kindern 
großes Interesse. Die Kinder konnten auf unterschiedlichen  
Anforderungsbereichen Erfolgserlebnisse sammeln. Besonders beeindruckend 
war, dass durchweg alle Kinder Entdeckungen machten, auch Kinder mit 
Schwierigkeiten beim Rechnenlernen. Einige Kinder wuchsen im Laufe der Arbeit 
an der Zahlenraute regelrecht über sich hinaus. 

Beeindruckend war auch zu verfolgen, dass 
der ästhetische Aspekt der Zahlenraute von 
mehreren Kindern intensiv erlebt werden 
konnte. Dies zeigte sich neben 
entsprechenden sprachlichen ˜ußerungen 
insbesondere im sehr sorgfältigen und 
genauen Arbeiten.
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In Stunden, in denen eine Verknüpfung zwischen Sprache u nd Mathematik 
geschaffen wurde, konnte u. a. beim Aufbau sprachlicher Kompetenzen ein 
besonders großer Lernzuwachs beobachtet werden. 

Wichtig erschien uns dazu, behutsam und bewusst Fachbegriffe seitens der 
Lehrkraft beizusteuern, wobei im ersten Schritt immer die Beschreibung der 
Kinder in ihren eigenen Worten Ausgangspunkt aller weiteren Arbeit war.

Folgende Begriffe wurden sukzessive erarbeitet: 
Muster
Zeile, Spalte, Reihe
oben, unten, rechts, links
Ecke
horizontal, vertikal
Diagonale
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Einigen Kindern ist besonders das Verschriftlichen ihrer Entdeckungen schwer 
gefallen. Besonders hilfreich hat sich bei diesen Kindern die vorausgehende 
farbliche Markierung der Beobachtungen erwiesen.
Manche Kinder verwendeten auch skizzenhafte Notizen.

Fazit: Die Arbeit mit der Aufgabe hat uns einmal mehr vor Augen geführt, wie 
flexibel Kinder mit Zahlen, Mustern und Strukturen umgehen können, wenn sie 
entsprechende Angebote und Freiräume erhalten.
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� Finde Ausschnitte auf dem Zahlenfeld, die 20, 40, 50, 60, 80, 90, 120, 160, 400 
ergeben. 

� Finde Ausschnitte auf dem Zahlenfeld, die 20, 40, 50, 60, 80, 90, 120, 160, 400 
ergeben. 
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