M-12 Tangenten an ganzrationale Funktionskurven UScf, 02.04.2008

f: x = f(X), X € R, ganzrationale Funktion mit Schaubild K

Aus der Analysis der Eingangsstufe (Klasse 11) ist bekannt:

. f(x) = 0 liefert die Nullstellen von f

. Zwischen den x-Achsenschnittpunkten gibt es sog. ,,Hochpunkte* und ,, Tiefpunkte®.
. Diese speziellen Punkte haben horizontale Tangenten, also die Tangentensteigung 0.
. Konnte man die Steigung von Tangenten einer Kurve K berechnen, hatte man die

Madglichkeit, diese speziellen Stellen zu berechnen.

Tangenten an ganzrationale Kurven:

. Wie am Kreis gilt: Tangenten sind spezielle Sekanten. Namlich solche, welche die
»Kreislinie* nur in einem Punkt bertihren.

. Aus 11 ist bekannt: an doppelten Nullstellen beriihrt die entsprechende Kurve die x-
Achse.

. Idee: Uber die Gleichung einer Sekante von K (Zweipunkteform) versucht man, auf

die Gleichung einer Tangente zu schlieRen.

Jlg

gesuchte
Tangente
in(4]4)

gesucht:
Tangente in
“14

Sekanten an K
durch (4| 4) und
einen weiteren
Punkt (P1 bis P7)

Beobachtungen:
1. Verdndert man den einen Sekantenpunkt von P1 biS P7,......cc.cccoveviiiiiiciiccc e,

2. Also: wandert der zweite Sekantenpunkt zum ersten (= Berthrpunkt der gesuchten

TANGENTE), vttt bbbt bbb bbbt n bbb
3. Wir wollen im Folgenden versuchen, diesen ,,Naherungsprozess* von der Sekante
zur Tangente rechnerisch nachzuvollziehen.
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A Tangente

f(x) = x?

Sekante
P(Xo | Yo)

S(X|Y)

i <

Sekante durch S(x | y), P(Xo | Yo)

Von der Sekante zur Tangente:

Mathematisierung dieses Naherungsprozesses:

Erstes Ergebnis

Ergebnis unseres Beispiels:

1. Anwendung:
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Tangente

f(x) = x2

Sekante
P(Xo | Yo)

Yo-Y
S(X|Y)

/ /XO-X X’

Xo=X:=AX [ Yo-y:=Ay

Sekante durch S(x | y), P(Xo | Yo)

Steigung der Sekante:

’ _ on — (% —ax)*

2
X, —X
AX

:A_y:yo_y_

m =
AX X, —X

S

AX
2 2

_ Xo — (X —2aX¥ +aX") _ 2a%X%, —aX’

AX

AX
Ergebnis:
Da P(Xo | Yo) und S(x | y) beliebig waren, gilt:

Die Sekante PS an y = x2 hat die
Steigung ms = 2Xo - AX, wobei AX = Xo — X

Von der Sekante zur Tangente:

Man lasst S(x | y) auf K Richtung P(X, | Yo)
wandern.

d.h.: AX = Xg — X wird immer Kleiner.

also: m¢ = 2Xq

Mathematisierung dieses Naherungsprozesses:

Da in diesen Limes-Ausdricken Quotienten
aus Differenzen stehen, nennt man diese auch
Differenzenquotient

m, = lim m, = lim (2x, —ax) = 2X,
0 ax—>0

m, = lim m, = fim Y. = fjm (%)= 1)
ax—0 s ax—>0 A X AX
_lim J ) = F(x)
X, — X

aX—0

X—Xg

Erstes Ergebnis (aus der Differentialrechnung)

Anm.: Uber die Tangentensteigung in einem
Punkt kommt man zur ,,Steigung der Kurve*
in einem Kurvenpunkt / an einer Stelle.

Die Steigung der Tangente in einem beliebigen
Punkt P(X, | Yo) einer Funktion f lasst sich
berechnen als:

f(x)—f(x)
X, — X
(sofern dieser Grenzwert berechenbar ist / existiert).

m, = lim

X—>Xg

Ergebnis unseres Beispiels:

Die Tangente an y = x? hat in jedem
Punkt P(x | y) die Steigung m; = 2x

1. Anwendung: an welcher Stelle hat y = x2
ihren Scheitel:

Scheitel = Stelle mit waagrechter Tangente.
also: 2x =0 ergibt x;=0
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2. Anwendung: Steigung von

y=ax2+bx+c

Folgerung :

die Scheitelstelle einer beliebigen Parabel der
Ordnung 2 erhélt man durch Lésen von:

2ax+b=0,alsoxs=-°/,,

Setze in m, = IimM die
X—>Xg XO — X

Funktionsgleichung ein:
ax,” +bx, +c—[a(x, —ax)? +b(x, —ax) +c]

m, = lim
Ax—0 AX
_lim ax,” +bx, +c—[a(x, —ax)? +b(x, —ax) +c]
T o0 AX
_ lim ax,” +bx, +c—[a(x,” —2x,aX+ax?)+bx, —bax+c]
_Ax~>0 AX
_ fim ax,” +bx, +C—ax,” +2ax,ax —aax® —bx, +bax—c
_Axao AX
. 2ax,aX—aax’+bax .
- lim <& = lim (2ax, —aax+b) =2ax, +b
Ax—0 AX Ax—0
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