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Zusammenfassung

Als Ergénzung, Wiederholung und Kommentar gedacht, nachdem freie Teil-
chen, Potentialtopf, Potentialbarriere, Wasserstoffatom und Streuung ver-
standen sind. Unter den zahllosen Darstellungen empfehle ich als verlaflliche,
wenngleich sehr anspruchsvolle Darstellung [1].
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Kapitel 1

Wahrscheinlichkeit von
Mef3werten

Physiker beobachten, messen und analysieren Eigenschaften von Systemen,
die so prépariert sind, daf} sie geniigend einfach sind.

Wir wollen uns konkreter vorstellen, dafl es sich bei dem zu messenden
System, dem Zustand, um Teilchen in einem Strahl handelt und dafl der Mef3-
apparat wie ein Stern-Gerlach-Apparat diesen Strahl in mehrere Teilstrahlen
aufspaltet. Bei den MeBlwerten aq, ap,...,an_1,a, konnen wir an die Ab-
lenkwinkel denken.

/ a]

Strahl
Quelle Apparat

Abbildung 1.1: prinzipielle Meanordnung



Die Quantenmechanik beriicksichtigt folgende experimentelle Befunde

1. Fiir jeden Mefiwert a; eines idealen Meapparats A kann ein Zustand
A prapariert werden, bei dem mit Sicherheit a; gemessen wird.

2. Auch wenn das zu messende System, der Zustand W, ideal prépariert
worden ist, liegt nicht fiir alle Mefapparate A fest, welcher der Mef-
werte aj, ay,..., an, auftritt.

und macht folgendes mathematische Modell fiir die Wirklichkeit:

Satz 1 Wahrscheinlichkeit von Meflwerten
Wenn der Zustand ¥ vermessen wird, so ist

wla,¥) =| AY[? (1.1)
die Wahrscheinlichkeit dafir, dafS der MefSapparat A den Mefswert a; anzeigt.

Wir unterstellen dabei einfachshalber, dal der MeBapparat A so fein un-
terscheidet, dafl zu einem Mefiwert a; nur ein Zustand A; gehort. Dieser
Zustand heifit Eigenzustand von A zum Eigenwert a;. Gehort zu einem Mef3-
wert nur ein Zustand, so heifit der Mefwert ,,nicht entartet”.



Kapitel 2

mathematische Grundlagen

2.1 Orthonormalbasis

Die Formel (1.1) fir die Wahrscheinlichkeit ist folgendermafien zu lesen: zu
Zustanden wie A; und ¥ gehoren Vektoren in einem Hilbertraum . Ein
Hilbertraum ist ein Vektorraum, das heifit mit irgend zwei Vektoren A und
Y aus dem Hilbertraum ist auch die Summe A 4+ V¥ und jedes komplexe Viel-
fache cW =W¥c, ¢ €, Vektor im Hilbertraum. Fiir alle Paare von Vektoren
ist ein Skalarprodukt A[Y  C mit folgenden Eigenschaften definiert

AW* = WA | .
. /\|C1\y1 —1—02‘{12 = C1 /\N’] +cC2 /\N”z . C1,C2. C. (2.2)

Das Skalarprodukt ist also linear im zweiten Argument und wegen an-
tilinear im ersten Argument

¥yt WA =] WA ¢ WalA . (2.3)

Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich ist positiv definit und wird verwen-
det, um die Liange von Vektoren zu definieren

0 YV¥Y =V¥Y?<o0, VY =08¥Y=0. (2.4)

Die Wahrscheinlichkeit w(ai, ¥), mit der ein MeBlapparat A den Mefwert

a; anzeigt, wenn der Zustand ¥ vermessen wird, ist gemafl (1.1) das Betrags-

quadrat des Skalarproduktes A;[¥ des zu messenden Zustandes ¥ mit dem

zum MeBwert a; gehérenden Eigenzustand A;. Man nennt das Skalarprodukt
AV die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den zugehorigen MeBwert a;.



Aus folgt, dal die Zustédnde A; normiert sind und zueinander senk-

recht stehen.
0 falls 1. =j

1 falls 1=j

Denn falls der Eigenzustand A; vermessen wird, tritt mit Sicherheit der
MeBwert a; auf und die anderen Mefiwerte haben Wahrscheinlichkeit 0
w(ai, Aj) = 8%, Aus diesen Wahrscheinlichkeiten erschlieft man mit
die Wahrscheinlichkeitsamplituden (2.5) der A;.

Quantenmechanik macht iiber (1.1) hinaus die Annahme, da8 die Eigen-
zustande A4 eine Basis bilden. Daher 148t sich jeder Zustand ¥ als komplexe
Linearkombination der A; schreiben.

V=3 A b C (2:6)
j

AilA; =84 = { (2.5)

Die Komponenten 1; erhédlt man wegen (2.5) als Skalarprodukt mit A;
V= AW . (2.7)

Die Komponenten von ¥ in der Basis der Eigenzustinde des Meflapparates
sind die Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir die zugehorigen Meflwerte.

Ist der Zustand noch unbekannt, so kénnen die Betrige der Komponen-
ten, die zur Basis der Eigenzustidnde eines Meflapparates gehoren, der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Meffiwerte entnommen werden. Die Phasen die-
ser Komponenten miissen aus anderen Messungen bestimmt werden.

2.2 Bracket-Schreibweise

Setzen wir die Komponenten in (2.6) ein, so erhalten wir

V=) A AW (2.8)

)

Das Skalarprodukt mit irgendeinem Vektor @ fiihrt zu folgendem Formelbild

QY = @ (Z A /\j\y> =Y OA AV (2.9)
j j

Da diese Gleichung fiir alle @ gilt, 148t man das Symbol ,, @ “ weg und
erhélt die einpragsame Gleichung

W= A A=) A (2.10)
j j
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Zerlegt man ¥ im Skalarprodukt W|® | so erhilt man wegen analog
V=2 WA Al=) WAL (2.11)
j j

Dirac hat den Sprachgebrauch Ket-Vektor fiir den Anteil [¥ im Ska-
larprodukt eingefiihrt und fiir den Anteil @] den Namen Bra-Vektor. Das
Skalarprodukt ist eine Klammer (englisch bracket) = @Y, die sich aus Bra-
und Ket-Vektoren zusammensetzt. Die zugegebenermaflen triviale, bijektive
Abbildung! von Vektoren auf Ket-Vektoren ¥ — [W ist linear, diejenige auf
Bra-Vektoren ¥ — = Y| antilinear: c¥| = c* ¥|. Die Abbildung von Bra- auf
Ket-Vektoren ist eine Konjugation (¥ * = Y|.

2.3 Matrixalgebra

Geméf (2.9) 148t sich das Skalarprodukt einfach aus den Komponenten be-
rechnen.

o =Y ¢t (2.12)

Ordnet man die Komponenten eines Ket-Vektors als Spalte an und die
Komponenten des Bra-Vektors als Zeile — sie sind wegen (2.11) die komplex
konjugierten Komponenten des zugehorigen Ket-Vektors — dann erhélt man
das Skalarprodukt durch Matrixmultiplikation der Zeile mit der Spalte.

Wendet man einen Operator A auf einen Vektor W an, so erhilt man die
Komponenten (AWY),, ebenfalls durch Matrixmultiplikation.

(A¥)n = AlAY =} AdAAmbn =) Annibm (2.13)

Den Spaltenvektor der Komponenten von AW erhélt man also durch Matrix-
multiplikation von der Matrix, die das Matrixelement A, = AnJAAL In
der n-ten Zeile und m-ten Spalte enthélt, mit dem Spaltenvektor der Kom-
ponenten von V.
Der hermitesch adjungierte Operator Al eines linearen Operators A ist
durch
AAY = ATAlY AW (2.14)

definiert. Beim hermitesch Adjungieren eines Produkts von Operatoren wird
die Reihenfolge gespiegelt
AABY = ATAIBY = B'ATAlW , (AB)! =BIAT. (2.15)

1Sie dhnelt einer militirischen Beforderung, bei der Streifen und Winkel hinzugefiigt
werden.




und Zahlen komplex konjugiert ¢t = ¢*. Hermitesch adjungierte (transponier-
te und komplex konjugierte) Matrizen entsprechen hermitesch adjungierten
Operatoren.

(AN m = AWATAL = AALAL = ARAALY =AY (2.16)

Mit den Matrixelementen A, und den Basisvektoren schreiben sich in
Bracket-Schreibweise die Operatoren A als

A=) AnAum Anl, (2.17)
oder in konventionellerer Schreibweise als
A=) AnAnm An[¥ . (2.18)

2.4 Projektoren, Zerlegung der Eins

Geméf$ (2.10) wird jeder Zustand [¥ von ) ;|A;. A auf sich abgebildet, die
Summe ist also der 1-Operator

L=) A Al (2.19)

)

Die einzelnen Anteile

Py =175 Al (2.20)

sind Projektoren

P =P; (2.21)

auf zueinander orthogonale Unterrdume

Die Darstellung (2.19) des 1-Operators als Summe von Projektionsoperatoren
nennt man eine Zerlegung der Eins.

Mit Zerlegungen der Eins und der Bracket-Schreibweise ist die beim Ba-
siswechsel zu bewiltigende Algebra sehr iibersichtlich: Seien |I} und [A; zwei
Orthonormalbasen. Der Zusammenhang zwischen den Komponenten in den
verschiedenen Basen ergibt sich, wenn man eine Zerlegung der Eins einschiebt

MY =3 TA AY . (2.23)
j



2.5 endliche Norm

Der Hilbertraum der Zusténde ist oft (abhéingig von den praparierten und
zu vermessenden Systemen) nicht endlichdimensional und die Summen {iber
Basissysteme miissen auf ihre Konvergenz gepriift werden. Wir unterschla-
gen in unserer Diskussion der Quantenmechanik fast alle damit verbundenen
Komplikationen. Es sei hier nur bemerkt, daf§ Vektoren im Hilbertraum ein
endliches Skalarprodukt haben

YW =) i < oo (2.24)
j

und dafl daher die Komponenten 1; quadratsummierbar sein miissen. Um-
gedreht definiert bei gegebener Orthonormalbasis jede quadratsummierbare
Folge Y, n =0,1,2,..., einen Vektor im Hilbertraum.

Fiir physikalische Zustéande gilt einschréankender, dafl die Betragsquadrate
der Komponenten die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der zugehorigen
MeBwerte sind. Wahrscheinlichkeiten erfiillen Summenregeln: wenn man die
Wahrscheinlichkeiten fiir alle moglichen, sich gegenseitig ausschlieBende Fille
addiert, erhélt man die Gesamtwahrscheinlichkeit 1.

1=) wlay¥) =) = ¥V (2.25)

1

Jeder zu einem physikalischen Zustand gehorige Vektor im Hilbertraum ist
normiert.

Es gehort nicht, wie man manchmal in Umkehrung des Sachverhalts hort,
zu jeden Vektor im Hilbertraum ein physikalischer Zustand. Insbesondere
gehort zum Vektor 0 im Hilbertraum kein physikalischer Zustand, auch wenn
der Grundzustand oft als [0 bezeichnet und mit dem Vektor 0 verwechselt
wird.

2.6 Strahlen im Hilbertraum

GeméaB (2.5) und (2.25) gehoren Zustéande zu Vektoren auf der Einheitsku-
gel des Hilbertraums. Aus der Formel (1.1) fir Wahrscheinlichkeiten von
MefBiwerten folgt weiterhin, daf ein Einheitsvektor ¥ und der mit einer Pha-
se multiplizierte Vektor e!*¥ zu demselben physikalischen Zustand gehéren,
denn fiir alle Melapparate A stimmen die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Mefiwerte iiberein

wl(a,¥) =w(a,e¥)  «. R. (2.26)
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Demnach gehéren physikalische Zusténde zu Aquivalenzklassen von Einheits-
vektoren mit der Aquivalenzrelation

VYV o o R:Y=cVY. (2.27)

Eleganter als der Begriff ,, Einheitsvektor modulo einer Phase® ist der dqui-
valente Begriff eines ,,Strahls im Hilbertraum® . Der zum Vektor ¥ = 0 ge-
horige Strahl ist einfach die Menge aller nichtverschwindenden, komplexen
Vielfachen von V. Ordnet man physikalischen Zustdnden Strahlen im Hil-
bertraum zu, ist die Formel (1.1) fir die Wahrscheinlichkeit von MeBwerten
a; so abzuéndern, daff sie unabhéngig von der Normierung der Vektoren wird.

| AW 2
ANy WY

Die Wahrscheinlichkeit stimmt fiir normierte Vektoren A; und ¥ mit
iiberein und héngt nicht davon ab, welcher Vektor als Représentant des
Strahls verwendet wird.

Die lineare Struktur des Hilbertraumes erlaubt es nicht, Zusténde zu ad-
dieren: Zustdnde sind Strahlen — nicht Vektoren — im Hilbertraum oder, we-
niger vornehm, normierte Vektoren des Hilbertraumes bis auf eine Phase.
Vektoren auf der Einheitskugel bilden keinen linearen Raum, es konnen also
Zustande nicht addiert oder skalar multipliziert werden. Diese Bemerkung
ist nicht nur eine mathematische Spitzfindigkeit: es wird nédmlich oft unter-
stellt, Quantenmechanik sei in jeder Hinsicht linear. Man hort zum Beispiel
den Sprachgebrauch, dafl der Zustand beim Doppelspalt eine Summe von
Zustédnden sei, die durch den einen oder den anderen Spalt gegangen seien.
Diese einzelnen Anteile sind keine Zusténde. Zudem héngt der zusammenge-
setzte Zustand empfindlich von den relativen Phasen der Anteile ab. Es gibt
keine natiirliche Addition von Zustédnden.

Statt einen Vektor A; oder W als Repréasentanten eines Strahls im Hilbert-
raum zu verwenden, kann man Strahlen durch die zugehorigen Projektoren

w(ay,¥) = (2.28)

A AY

i= 2.2
“AAS (2:29)
und v o

darstellen. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des MeBwertes a; ist
dann durch die Spur von P; mal p gegeben.

w(ai, p) = trPip (2.31)

11



Zur Erinnerung: die Spur tr A eines Operators ist als

A=) &AL (2.32)
j

definiert, wobei &; eine Basis bilden (z.B. & = Aj;). Die Spur eines Operators
ist unabhéngig von der Basis und zyklisch tr AB = tr BA.

In der Form gilt die Wahrscheinlichkeitsformel auch in den allge-
meineren Féllen, in denen der Mefiwert a; entartet ist und mehrere, durch
feinere Melapparate unterscheidbare (und daher zueinander orthogonale) Zu-
stande Ay, k=1,2,... zum Mewert a; gehoren. Der Projektor P; ist dann
zum Projektor auf den Unterraum derjenigen Zustdnde zu verallgemeinern,
bei denen der Me3wert a; mit Sicherheit auftritt.

_ Ade. Al

P =
k /\ik’/\ik

(2.33)
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Kapitel 3

Dichtematrix

3.1 statistische Quellen

Die Wahrscheinlichkeit (1.1) kann mit der Haufigkeit, mit der in Versuchs-
reihen die Meflwerte auftreten, nur verglichen werden, wenn in der Quelle
immer wieder derselbe Zustand W préapariert wird. Dies ist bei vielen Quel-
len, zum Beispiel bei Ofen, nicht der Fall. Wenn Teil der Quelle in Bild
ein Wiirfel ist, der mit Wahrscheinlichkeit p; den Zustand ¥;, mit Wahr-
scheinlichkeit p, einen Zustand ¥, und so weiter prapariert, dann tritt mit
Wahrscheinlichkeit pyw(ay, ¥1) der Fall auf, dal der Zustand W prapariert
und a; gemessen wird, mit Wahrscheinlichkeit pow(ai, ¥,) der Fall, dafl der
Zustand ¥, prapariert und a; gemessen wird und so weiter. Beriicksichtigt
man alle Moglichkeiten fiir das Auftreten des MeBwertes ai, so erhélt man
den MeBwert a; mit Wahrscheinlichkeit

wla,p) =) pwlan¥) =) py AdY WlAc = AdeAc,  (3.1)
). :

)

wobei die Dichtematrix p

p= ijl‘i’j Wi (3.2)
j

das Gemisch in allen meBbaren Eigenschaften charakterisiert.

Die Wahrscheinlichkeit, einen Mefiwert a; zu messen, ist das zugehorige
Hauptdiagonalelement der Dichtematrix in der Basis der Eigenzustdnde des
MeBapparates.

Die Wahrscheinlichkeit kann in einer Versuchsreihe nur dann mit
der Haufigkeit von Mefiwerten verglichen werden, wenn die Wahrscheinlich-
keiten p; wihrend der Versuchsreihe unverdndert bleiben, wenn das Gemisch

13



geniigend héufig prapariert werden kann und wenn auflerhalb des quanten-
mechanischen Systems Meflapparate existieren. Daher ist unklar, wie eine
,Wellenfunktion des Universums“ zu deuten ist, die das einmalige Universum
einschlieBlich aller Melapparate beschreiben soll. Von dieser Frage sind wir
allerdings gnédig verschont, da wir diese Wellenfunktion nicht kennen.

Mit der Bezeichnung Gemisch benennt man den Normalfall, daf verschie-
dene Zustande W; mit Wahrscheinlichkeiten p; prépariert werden. Wird in
Mefireihen immer derselbe Zustand W prépariert, nennen wir das zu mes-
sende System auch deutlicher einen reinen Zustand. Reine Zusténde sind
spezielle Gemische, bei denen eine Produktionswahrscheinlichkeit 1 ist und
die anderen Produktionswahrscheinlichkeiten verschwinden.

Die Zusténde ¥y, aus denen sich das Gemisch zusammensetzt, sind nor-
malerweise nicht paarweise orthogonal und bilden normalerweise keine Basis.
Normalerweise lassen sich die einzelnen Summanden p;[¥; ;| nicht aus der
Dichtematrix p rekonstruieren, ebenso wie man einer gegebenen Zahl nicht
ihre Summanden ansieht. Man kann aber die Eigenwerte p; und orthonor-
mierte Eigenvektoren Y von p bestimmen

pYi = piYi mit Y1|Y] = 5ij (33)
und damit die Dichtematrix in der zum Verwechseln dhnlichen Form

p= Z pil Vi Vil (3.4)

schreiben. Die Eigenwerte p; und die Projektoren auf die zugehorigen Eigen-
raume sind durch die Eigenwertgleichung von p festgelegt.
Jedes Hauptdiagonalelement A|pA der Dichtematrix ist nichtnegativ

CAIPA =) Alp¥s WA =) pil AP 0. (3.5)

) )

Insbesondere haben daher Dichtematrizen nichtnegative Eigenwerte p;. Ein
Hauptdiagonalelement A|pA verschwindet genau dann, wenn alle Skalar-
produkte p; W;|A verschwinden, also wenn pA Null ist

AlpA =0& pA =0 . (3.6)

Zudem ist die Spur tr p der Dichtematrix
tr P = Z /\l|p/\1 = Z /\i‘qujj . 1J:lj|/\i = Z qj]' ’qujl_ = Zp] = Z pj
i y j j j

durch die Summenregel } ;p; =1 fiir Wahrscheinlichkeiten festgelegt.
trp=1 (3.8)

14



3.2 Mischen von Gemischen

Stellen wir uns in Abbildung (1.1) zwei Quellen vor, die Gemische § und
p préaparieren, und eine Anordnung, die beide Teilchenstrahlen kombiniert.
Dies geschehe zufillig, so dal mit einer Wahrscheinlichkeit A Teilchen aus
dem ersten Stahl und mit der Restwahrscheinlichkeit (1 — A) Teilchen aus
dem zweiten Strahl gewahlt werden.

Beim Vermessen dieser Mischung von Gemischen tritt mit Wahrschein-
lichkeit A Ai|pA; der Fall auf, dal der erste Strahl ausgewihlt und a; ge-
messen wird, mit Wahrscheinlichkeit (1—A) Ai|lpA; der Fall, dafl der zweite
Strahl gewédhlt und a; gemessen wird.

Insgesamt wird mit Wahrscheinlichkeit

A APAL + (1 =A) AilpAr = Ail(AP + (T —=A)p)A; (3.9)

der Mewert a; gemessen. Die Mischung beider Gemische fithrt zu Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen, die zur Dichtematrix

P(A) =Ap+ (1 —=A)p (3.10)

gehort.
Wir werden sehen, dal beim Mischen die Unkenntnis iiber die zugrunde
liegenden Zusténde, die Entropie, und die Streuung von Meflwerten zunimmt.
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Kapitel 4

Operatoren

4.1 Erwartungswerte

Die Formel (2.31) gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir alle MeBwerte
an. Sie enthélt damit die vollstdndige Information {iber den Ausgang von
Mefreihen. Oft ist man an weniger Information interessiert, zum Beispiel am
Mittelwert der MefSwerte. Bei vielen Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist der
wahrscheinlichste Meiwert nahe beim Mittelwert und der Mittelwert daher
der Mefwert, den man erwartet. Deshalb nennen ihn Physiker den Erwar-
tungswert. Man sei jedoch gewarnt, dal es auch zweihockerige Verteilungen
gibt, zum Beispiel die Strahlaufficherung in einer Stern-Gerlach-Apparatur,
bei denen Mefwerte in der Ndhe des Mittelwertes unwahrscheinlich sind und
der Erwartungswert nicht zu erwarten ist.

Der Mittelwert = A der MeBBwerte des Apparates A ist die Summe der
mit den Wahrscheinlichkeiten gewichteten Mefiwerte

A = Z aiw(ai, p) = Z ai /\Jp/\1 =1tr (Z ai\/\i. /\J) P . (41)

Er ist also durch
A =trAp (4.2)

gegeben, wobei A jetzt nicht nur den Meapparat sondern auch den Operator
A= Z (11‘/\1. /\1‘ (43)

i
bezeichnet. Er ist fiir den Melapparat charakteristisch, da sich aus ihm die

MeBwerte und ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir alle Gemische p berech-
nen lassen. Zu jedem MeBapparat A gehort ein Operator A im Hilbertraum.
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Allerdings ist enttduschend, dafl die Hersteller von MeBapparaten den Ope-
rator nicht der Gebrauchsanweisung beilegen.

Im Gegensatz zu weitverbreiteten Behauptungen entspricht das Anwen-
den des Operators auf den Zustand ¥ nicht der Messung des Zustands.

Die Notation A fiir den Mittelwert tr Ap stammt vom reinen Zustand
(2.30). In diesem Fall gilt spezieller, wenn wir wieder ein normiertes ¥ ver-
wenden,

A = YAY | (4.4)

Ohne am Sachverhalt etwas zu dndern, wird in der Bracket-Schreibweise noch
ein ,, | ¢ eingefiigt: A = WY[A|Y . Man betont dadurch, dafl es irrelevant ist,
ob der Operator A auf das zweite oder das erste Argument des Skalarpro-
duktes wirkt, denn A ist ein linearer, hermitescher (2.14) Operator

A=A, (4.5)

Man {iberzeugt sich leicht, da} die Projektionsoperatoren hermitesch
sind und daB reelle Linearkombinationen (4.3) von hermiteschen Operatoren
wieder hermitesch sind.

Aus dem gleichen Grund ist die Dichtematrix p hermitesch.

p=p (4.6)

Aus (2.5) folgt unmittelbar, dafl die Zustdnde A; Eigenzustéinde des Ope-
rators A sind und daf} die Eigenwerte die Melwerte a; sind.

A/\i = Cli/\i (47)

So haben wir in den Operator A aus den Mefiwerten und Eigenzustén-
den konstruiert.

Umgekehrt lassen sich bei gegebenem Operator A aus der Eigenwertglei-
chung die Eigenvektoren bis auf einen komplexen Faktor, das heifit also die
zugehorigen Strahlen im Hilbertraum, und die MefSwerte a; bestimmen.

Die Eigenwerte a eines hermiteschen Operators A = AT sind reell, wie
sich aus AA = aAund AJA = 0 mit folgender Argumentationskette ergibt.

(a*—a) AIA = aAJA — AlaA = AAA — AAA =0 (4.8)

Die Eigenzustidnde zu verschiedenen Eigenwerte sind orthogonal zueinander.

(ai—a]-). /\i|/\j =. A/\ll/\] —. /\JA/\] = O, ay. = aj = /\i’/\j = q49)
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Unitére Operatoren UT = U~" haben komplexe Eigenwerte vom Betrag 1.
Denn unitédre Transformationen lassen Skalarprodukte invariant.

UouY = utuow = oV (4.10)

Demnach haben ¥ und UY gleiche Lange und UY = AW, A =~ €, ist nur
moglich fiir [A| =1

U=U"ud W=A¥Y=A=¢% o R. (4.11)

Unitéire Operatoren U kénnen als e mit einem hermiteschen Operator
H = H' geschrieben werden.

4.2 unbeschrinktes Spektrum

Die Menge der Eigenwerte eines Operators A — genauer das Komplement der
komplexen Zahlenmenge A . C, fiir die die Resolvente (A —A)~" als Operator
im ganzen Hilbertraum existiert — heiffit Spektrum von A. Wenn das Spek-
trum nicht beschrénkt ist, ist der lineare Operator nicht auf allen Vektoren ¥
definiert und mit einer beliebig kleinen Anderung eines Zustandes, auf dem
A definiert ist, kann man eine beliebig groBe Anderung des Erwartungswertes
bewirken.

Das ist aus dem Alltag bekannt: soll zum Beispiel die mittlere Studiendau-
er berechnet werden, so dndert ein einziger Student im vierzigsten Semester
den Mittelwert drastisch. Man behilft sich bei Statistiken mit Zusatzargu-
menten, wie ,Ein Student im vierzigsten Semester ist kein Student“ und 148t
ihn einfach weg. Bei Messungen verfahrt man oft genauso und 148t Ausreifler
bei der Bestimmung von Mittelwerten weg.

Vornehm heifit dies Verfahren Regularisierung. Will man nur geniigend
gutartige Fragen untersuchen, zum Beispiel: ,,Begreifen die Studenten den
Lehrstoff seit Einfiihrung des neuen Studienplanes schneller?“ hingt die Ant-
wort nicht vom Altstudenten und der Regularisierung ab und sie ist akzep-
tabel.

Die mathematischen Schwierigkeiten bei Operatoren mit unbeschranktem
Spektrum zeigen sich schon beim Energieerwartungswert des harmonischen
Ostzillators. Die Energiewerte sind die Eigenwerte des Hamiltonoperators H =
hwala. Sie sind nichtnegative, ganzzahlige Vielfache von hw

HA, =EJA., En.=nhw, n=0,1,2,... . (4.12)

Wir unterstellen, daf§ die A,, normiert sind. Dann bilden sie eine Ortho-
normalbasis (2.5) und ein allgemeiner Vektor kann als Linearkombination
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W =3 . |An Py mit quadratsummierbaren Komponenten 1, geschrieben
werden.

Der Hamiltonoperator ist hermitesch und bildet ¥ auf HY mit Kompo-
nenten

ARHY = hon ALY = hony, (4.13)

ab. Es lassen sich leicht quadratsummierbare Folgen angeben, zum Beispiel
P, = 1/(n+ 1), so daB} die Folge n,, nicht quadratsummierbar ist. Auf
den zugehorigen Vektoren ist H nicht definiert. Wenn man solche Folgen
bei grofem n abbricht, und mit einem geniigend kleinen Vorfaktor zu einem
physikalischen Zustand hinzufiigt, so sieht man, daf} in jeder Umgebung je-
des Zustandes ein weiterer Zustand existiert, dessen Energieerwartungswert
jede vorgegebene Grenze iiberschreitet. Das ist zwar mathematisch storend
aber physikalisch unwichtig: der hohe Energieerwartungswert riihrt von sehr
seltenen Messungen mit sehr hohen Energien her.

Zahmer als ein MeBoperator mit unbeschrianktem Spektrum sind die Pro-
jektoren (2.20) auf die zugehorigen Figenrdume. Nur sie werden bendtigt,
um die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mewerte beim Vermessen eines
Gemisches p anzugeben.

4.3 Unscharfe

Als nach dem Mittelwert nédchstwichtige Grofle charakterisiert in einem Ge-
misch p (3.2) die Schwankung der Mefwerte eines Apparats A, genauer der
Erwartungswert der quadratischen Abweichung vom Mittelwert, die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung.

(AA) = (A= AP =) pn Wol(A— APY, = A7 — A? (414)

ApA heiit die Unschérfe oder Schwankung von A im Gemisch p. Die Un-
schérfe hédngt vom hermiteschen Operator A und vom Gemisch p ab.

Die GriBe (Ap,A)? ist nichtnegativ, denn sie ist eine mit nichtnegativen
Wahrscheinlichkeiten p,, gewichtete Summe von Lingenquadraten.

YA- A)PY = A-— AWVWA- AW = (A— AW ? (415

Sie verschwindet genau dann, wenn das Gemisch nur aus Eigenzustéinden A,
zu einem festen Eigenwert a = A gemischt ist

0= pn (A= A)A, *& (A—a)Ay=0o0der p, =0.  (4.16)
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Die Summe ) _ pn (CA(A — A)+icg(B— B ))‘Pn 2 ist nicht negativ.
Betrachtet man reelle Zahlen ¢ und cg und hermitesche Operatoren A und
B, so ergibt sich aus dieser Bemerkung eine allgemeine untere Schranke fiir
das Produkt A,AA,B der Schwankungen von A und B im Gemisch p. Mit
der Schreibweise

[A,B] = AB — BA (4.17)

fiir den Kommutator von A mit B gilt
0 Y pn (caAlA— A)+icg(B— B))W, ?
=Y pn Yal(cAA— A +c3(B— B)*+icacslA,BI) W (413)

= (cAApA + c8AB)? — cacs(24,AAB — 1) pn WallA,BIY, ) .

Wir werten diese Ungleichung fiir ca = —AyB und cg = AyA aus. Dann
verschwindet der erste Term. Falls weder AA noch AB verschwindet, ist
—2cacg > 0 und wir erhalten die allgemeine Unschérferelation
1

A, AAB 2\. [A,B]]|. (4.19)
Wir diirfen Betragszeichen setzen, wenn wir dieselben Uberlegungen mit B
statt A und A statt B anstellen. Dabei behélt die linke Seite der Ungleichung
ihren Wert und der Kommutator [A, B] wechselt sein Vorzeichen. Auch fiir
ApA =0 (oder AyB = 0) ist diese Ungleichung erfiillt, denn p ist dann aus
Eigenzustédnden zu A (oder B) zu einem Eigenwert a gemischt und der Er-

wartungswert eines Kommutators [A, B] verschwindet in jedem Eigenzustand
von A oder B.

JABl =) pn YallA,BYn =) pn Yul(aB—Ba)¥, =0

Das Schwankungsquadrat nimmt beim Mischen nicht ab. Es ist
(ApnA)? = trp(MAZ — (trp(M)A)®  mit p(A) =Ap+(1—A)p  (4.21)

ein Polynom in A mit nichtpositiver zweiter Ableitung —(tr pA —tr pA)? und
demnach eine konvexe Funktion des Mischungsparameters

(BonA) AAGA) + (1 —A)(AA)°. (4.22)

Das Schwankungsquadrat einer Mischung von Gemischen ist mindestens die
anteilige Summe der Schwankungsquadrate und stimmt mit der anteiligen
Summe nur iiberein, wenn die Mittelwerte tr A und tr pA gleich sind.
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4.4 Kommutator

Trotz der mathematischen Komplikationen, die mit der Verwendung unbe-
schrinkter Operatoren zusammenhéngen, formuliert man die Eigenschaften
quantenmechanischer Systeme vorzugsweise anhand von Operatoren.

Mit der Sprechweise ,der Operator A vertauscht mit Operator B be-
zeichnet man den Fall, dal AB = BA gilt, das heif$t, dafl der Kommutator

[A,B] = AB — BA (4.23)

verschwindet. Vertauschen A und B und sind sie diagonalisierbar, zum Bei-
spiel weil sie hermitesch oder unitér sind, so konnen Eigenvektoren des Ope-
rators A auch als Eigenvektoren von B gewéhlt werden und umgekehrt, denn
B bildet den Eigenraum ; von A zum Eigenwert a; wieder auf ; ab

und kann in diesem Unterraum diagonalisiert werden. Ist die Dimension d;
von = ; grofer als 1, so ist der Mefiwert a; entartet und es gibt linear unab-
héngige Eigenvektoren Ay zu A und B

AAij = ai/\ij B/\ij = bij/\ij ] = ], ceoy di . (425)

Es kann dann ein feinerer Meflapparat gebaut werden, der gleichzeitig A und
B mifit, so dafl die Teilstrahlen a; in Abbildung (1.1) feiner in Teilstrahlen
by zerlegt werden.

Ist B in denselben Unterrdumen entartet wie A, so ist B = f(A). B ist dann
kein wesentlich anderer MeBapparat. B verwendet nur eine andere Mefiskala
als A, etwa wie bei einem Volt- und Ampere-Meter.

Beziiglich Messungen, deren zugehorige Operatoren vertauschen, verhal-
ten sich die quantenmechanischen Systeme wie klassische, statistische Sy-
steme. Beziiglich solcher Messungen werden alle Zustédnde W schon vollstéin-
dig durch die Betragquadrate der Skalarprodukte A[Y mit den gemeinsa-
men Eigenzustdnden A der kommutierenden Mefloperatoren charakterisiert,
durch eine klassische Wahrscheinlichkeitsverteilung also. Erst Messungen, de-
ren Operatoren nicht miteinander vertauschen, sind empfindlich auf die kom-
plexen Phasen der Komponenten von VY.

Daher sind Kommutatorrelationen von grundlegender Bedeutung in der
Quantenmechanik. Die wesentlichen algebraischen Eigenschaften des Kom-
mutators sind Antisymmetrie, Linearitdt und Produktregel

[A,AB +ACl = MIA, Bl + MA, Cl ALA, C, (4.27)
[A,BC] = [A, B]C + BIA, C] . (4.28)
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Wegen der Antisymmetrie und weil hermitesch Adjungieren die Reihenfolge
vertauscht , ist der Kommutator hermitescher Operatoren antihermi-
tesch. Wegen der Linearitdt und der Produktregel verhélt sich die Operation
,2Kommutator nehmen mit einem Operator A“ so wie Ableiten. Bei diesem
Ableiten bleibt die Reihenfolge der Faktoren unverédndert. Aus der Regel fiir
Produkte folgt die Produktregel fiir Kommutatoren, die Jacobi-Identitét.

[A,[B,Cll = [[A,B], C] + [B, [A, C]] (4.29)
[A,[B,Cll + [B,[C,A]l + [C,[A,Bll =0 . (4.30)

4.5 Erzeuger-Vernichter-Algebra

Algebraische Relationen strukturieren den Hilbertraum der Zustdnde. So
kann zum Beispiel die Heisenbergsche Vertauschungsrelation eines hermite-
schen Ortsoperators X mit dem zugehorigen hermiteschen Impulsoperator P

X,P] = iR (4.31)

nicht in einem Hilbertraum  mit endlicher Dimension n gelten, denn dann
ware die Spur tr (XP — PX) = 0 im Widerspruch zu tr (ih) = nih.
Existieren fiir ein xo. R, xo. = 0, die komplexen Linearkombinationen
X i X i
(= TxoP), at = —=(2 — LxoP) (4.32)
0

1
“= R "3'% h

1
2

des Orts- und des Impulsoperators, so erfiillen sie die Erzeuger-Vernichter-
Algebra

[a,al =0, [al,al] =0, [a,al] =1, (4.33)
und es existiert eine Orthonormalbasis
fin
A = (al’ Aow, n=0,1,2,..., (4.34)
n!

auf denen die Operatoren a als Vernichter und a' als Erzeuger wirken
Nne= A1, aA= n+1ALx. (4.35)

Dies ergibt sich aus der Analyse des hermiteschen Operators afa. Im Vorgriff
auf spitere Ergebnisse nennen wir ata Anzahloperator und bezeichnen seine

Eigenwerte mit n.
alaA, =nA, . (4.36)
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Aus der Erzeuger-Vernichter-Algebra (4.33) folgt, daf§ der Kommutator mit
a'a die Operatoren a und a' auf ein Vielfaches von a und a' abbildet

[a'a,a] = —a, [afq,dfl=al. (4.37)

Daher sind aA,, und atA,, entweder Null oder Eigenzustinde mit Eigenwer-
ten n — 1 beziehungsweise n + 1.

alaaA, = ([a'a,a]l + aafa)A, = (=1 +n)aA, (4.38)
alaa'A, = ([ata,al + a'afa)A, = (1 +n)alA, (4.39)

Da der Operator a den Anzahleigenwert erniedrigt, heiit er Vernichter. Ent-
sprechend ist al der Erzeugungsoperator. Ist A, normiert, so ergeben sich
die Normen von aA, und afA,, aus der Algebra und der Eigenwertgleichung

CaAglan, = AqlataA, =n (4.40)
CadfAafAL = AnladtAn = Al(la,all +ala)A, =n+1.  (4.41)

Diese Normen sind nicht negativ (2.4). Daher ist n nicht negativ. Wiederhol-
tes Anwenden des Vernichter-Operators a erniedrigt den Anzahleigenwert in
ganzen Schritten und muf}, bevor n negativ wird, einen Eigenzustand Ay = 0
ergeben, der durch weiteres Anwenden von a auf Null abgebildet wird

Cl/\o =0. (442)

Solch ein Zustand heifft Grundzustand. Er hat nach (4.40) Anzahleigenwert
n = 0. Demnach ist jeder Anzahleigenwert n ganzzahlig und nicht negativ.
Das Spektrum des Anzahloperators afa besteht aus den ganzen, nichtnega-
tiven Zahlen

alaA, =nA,, n=0,12.... (4.43)

Man wéhlt im Raum aller Grundzusténde eine Orthonormalbasis Ag . und
betrachtet die Vektoren (4.34), die durch n-faches Anwenden des Erzeugungs-
operators a' aus dem Grundzustand erzeugt werden. Sie stimmen bis auf
einen Faktor mit den Eigenzustédnden iiberein, von denen man durch n-faches
Absteigen die Grundzustédnde gewonnen hat, denn

(aN™a™An = (e (d'a)a™ Ay = (@) T (n— (n—1))a™ A, =
=1 (ah™?(afa)a™?A =1 2 (ah)™3(ata)a™3A =  =nlA,.
(4.44)

Es sind also die Grundzustédnde genauso entartet wie die Eigenzustdnde zu
jedem anderen Eigenwert des Anzahloperators.
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4.6 Drehimpulsalgebra
Ein weiteres Beispiel fiir algebraische Relationen ist die Drehimpulsalgebra
[Li, L)] = ihﬁﬁkLk s i, ) y k- {1 y 2, 3} . (445)

Ein Vektorraum mit einem bilinearen Produkt [A, B], das antisymmetrisch
ist und die Jacobi-Identitdt (4.30) erfiillt, ist eine Lie-Algebra. Es sind also
die Drehimpulsoperatoren Basiselemente einer Lie-Algebra, genauer der zur
Drehgruppe in drei Dimensionen, der SO(3), gehorigen Lie-Algebra.

Wenn die hermiteschen Drehimpulsoperatoren L; existieren, so hat der
Hilbertraum .= eine Orthonormalbasis Aym . T ist ein Entartungsindex. 21
ist ganzzahlig nichtnegativ, 1 kann also Werte 0,1/2,1,3/2,... haben. Die
Algebra legt nicht fest, welche dieser erlaubten 1-Werte auftreten und wie
sie entartet sind. Bei festem 1 treten die m-Werte —1,—1 + 1,...,+1 auf.
Auf der Orthonormalbasis Aym . kénnen die Drehimpulsoperatoren explizit
angegeben werden.

LsAtme = hMApma (4.46)
(L +iL)Ayme = My/UL+D) —mim+ DAy (4.47)
(L —iL)Ayme = RYUL+D —mm— 1Ay (448)

Dies 1483t sich folgendermaflen aus der Drehimpulsalgebra ableiten. Man rech-
net nach, dafl der Gesamtdrehimpuls L2 = (L% + L3 + L3) mit jedem der Dre-
himpulsoperatoren L7, L, und L3 vertauscht. Denn Drehimpulsoperatoren er-
zeugen Drehungen und lassen Lingenquadrate von Vektoren, wie x2+y?+z?
oder L2, invariant.

L, L4 =0 (4.49)

Die Drehimpulsoperatoren bilden daher (4.24) Drehimpulsmultipletts, das
heiBt Unterrdume . | von Eigenzustinden von L2 mit Eigenwert R?L(1 + 1),
auf sich ab. Man kann also gemeinsame Eigenzustinde Ay, zu L? und L3

finden
L2Aun = U1+ DA, LA = hmA, . (4.50)

Die Bezeichnung fiir den Eigenwert von L2 ist im Vorgriff auf spitere Ergeb-
nisse gewahlt.

Aus der Drehimpulsalgebra (4.45) folgt, daf die komplexen Linearkombi-
nationen L, und L_ = (L )t

L, =L +il,, L. =L,—il, (4.51)
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durch den Kommutator mit L3 auf ein Vielfaches von L beziehungsweise L_
abgebildet werden und dafl ihr Kommutator 2RhL3 ergibt

L3, L] =+hL,, [L3L]=—hL_, [L, L ]=2hl;. (4.52)

Daher sind L, Ay, und LAy, entweder Null oder Lj-Eigenzustdnde zum
Eigenwert h(m + 1) beziehungsweise h(m — 1)

L3l A = ([L3, L] + LiL3) Ay = R(T +m)LiApn (4.53)
I_3I__/\1m = ([I_g, I__] + L_L3)/\1m = T"L(—] + m)L_/\lm . (454)

Da L, und L_ die L;-Eigenwerte mit konstanter Schrittweite erh6hen und
erniedrigen, heiflen sie auch Leiteroperatoren. Hat Ay, Einheitslange, so folgt
die Norm von LAy, und L_Ay,, aus

=L, L +L3—hlz=L L, +Lj+hL;s. (4.55)
LAmLAm = Al LiAm = Aul(L? — L7 — RL3) Ay, =

= AR+ 1) —m(m+1)Au = R (L(L+ 1) —m(m+1)) (4.56)
LAmL A =R¥(1(1+1) —m(m—1)). (4.57)

Diese Normen sind nicht negativ (2.4), daher ist bei gegebenem 1 die Quan-
tenzahl m nach unten und oben beschrénkt.

Auf den Eigenzustand Ay, mit hochstem Ls-Eigenwert angewendet,
muf} L, verschwinden und demnach gilt L(14+1)—m 0 (Mumax+1) = 0. Ebenso
mufl U1+ 1) — My (Mpmin — 1) Null sein. Daher gelten die quadratischen
Gleichungen

2 (s — 112 = Tl
(Mo + 502 = (M = 52 = UL+ 1)+ 3 = (14 5)2. (4.58)

Wir wéhlen 1+ % positiv. Wegen my,., + % > Mypin — % ist dann
Mmax = 1’) Mpin = _l (459)

die eindeutige Losung. Da man durch wiederholtes Anwenden von L, auf
den Zustand mit minimalem L;-Eigenwert die m-Quantenzahl in ganzen
Schritten erhoht bis man zum Zustand mit my,, = 1 gelangt, mufl die
Differenz My — Muin = 21 ganzzahlig und nicht negativ sein. Es ist al-
sol {0, %, 1,...} ganz- oder halbzahlig. Die Drehimpulsoperatoren wirken
in einem 21 4+ 1-dimensionalen Raum, dem Drehimpulsmultiplett mit Ge-
samtdrehimpuls 1, der von Basiszustdnden Ay, mit m = —-1,—1+1,...,+1

aufgespannt wird.
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Fiir 1 = 1/2 wirken die Drehimpulsoperatoren, die Spin-1/2-Operatoren
$1,S2, und S3, in einem zweidimensionalen Raum auf den Spinoren des Spin-
1/2-Multipletts mit Basiszusténden Ay, mit 1 = 1/2 und m = 1/2. In
dieser Basis sind die Spinoperatoren wegen (4.46), (4.47) und (4.48) durch
das h/2-fache der Pauli-Matrizen o1, 02 und o3 gegeben

01 0 —i 1 0
G1:<1 0), 0‘2=<i O), 0‘3:<O _]>, (460)

h
2

Die Pauli-Matrizen erfiillen die algebraischen Relationen

Si = <04, 1 {],2,3} . (461)

0i05 = 61]']1 + iSijkO'k . (462)

Drehimpulsoperatoren erzeugen Drehungen von Zustédnden. Zeigt die
Drehachse in Richtung des Einheitsvektors €, dann gehort zu einer Drehung
um den Winkel & der unitiare Operator

. 1ot =
u(e, o) = eXp(—EL E. (4.63)

Fiir Spin-1/2 148t sich die zu (4.63) gehorige Matrix leicht angeben, weil
die e-Reihe wegen (6 €)? = —1 (4.62) wie bei der Euler-Formel e '* =
cos ¢ — isin & summiert werden kann.

S o Do oo
U, o(€, ) = exp(—ia F=1 cosa/2 —i€ O sinw/2 (4.64)
Eine Drehung um o = 27t fiithrt einen Spin-1/2-Spinor in sein negatives iiber
U]/z(é, 2’7'[) =—1.

4.7 Messung eines Spin-1/2-Gemisches

Fiir Systeme mit zwei Basiszustdnden Ay, A, lassen sich alle Messungen an
allen Zustdnden mit wenigen Parametern charakterisieren. Prominentes Bei-
spiel fiir Zweizustandssysteme sind Spin-1/2-Teilchen, die mit Stern-Gerlach-
Apparaten untersucht werden, es kann sich aber auch zum Beispiel um Ato-
me handeln, bei denen aufgrund der experimentellen Anordnung nur zwei der
vielen Energiezustédnde beriicksichtigt werden miissen.

In einer Stern-Gerlach-Apparatur wird ein Strahl von Spin-1/2 Teilchen
wie in Abbildung (1.1) in zwei Teilstrahlen (n = 2) aufgespalten. Die In-
tensitdt des oberen Teilstrahls, bezogen auf die Intensitédt des einfallenden
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Strahls ist die Wahrscheinlichkeit, mit der der Spin in Analyserichtung der
Stern-Gerlach-Apparatur nach oben steht. Uns interessiert, wie bei gegebe-
nem Strahl p diese Intensitéit von der Analyserichtung abhéngt.

Die Dichtematrix p, die das zu messende Zweizustandssystem charak-
terisiert, wird in jeder Orthonormalbasis durch eine hermitesche Matrix
mit Spur 1 charakterisiert. Hermitesche n = n-Matrizen bilden einen reel-
len, n?-dimensionalen Vektorraum, das heifit in unserem Fall, da man jede
hermitesche 2 2-Matrix als reelle Linearkombination von 4 Basismatrizen
schreiben kann. Als Basismatrizen bieten sich die 1-Matrix und die spurfrei-
en, hermiteschen Pauli-Matrizen (4.60) an. Wegen der Normierungsbedin-
gung trp = 1 ist der Koeffizient bei der 1-Matrix 1/2 und die allgemeinste
Dichtematrix eines Zweizustandssystems hat die Form

(1/2+c a—ib

]
p=sltaoitbortceos =1 Lo g0 ¢

2
Wir konnen diese Matrix noch durch Wahl der Basisvektoren des Zweizu-
standssystems vereinfachen. Wahlen wir als Basis die Eigenvektoren von p,
so wird die zu p gehdrige Matrix diagonal. Sie ist also einfacher

o <1/20+ c 1/20_ C) _ (4.66)

) a,b,c R. (4.65)

Wihlen wir spezieller als ersten Eigenvektor denjenigen, der zum grofieren
Eigenwert von p gehort, so ist ¢ nichtnegativ. Zudem ist das Hauptdiagonal-
element 1/2 — ¢ nichtnegativ (3.5). Die Dichtematrix p ist also durch die
Basis und den Eigenwert py =1/24c¢,0 ¢ 1/2, charakterisiert.

An den MeBapparaten, mit denen wir dieses Gemisch vermessen wollen,
sind fiir uns die zwei Meflwerte a; und a, unwichtig: Der Apparat éndert
sich nicht wesentlich, wenn wir eine andere Mefiskala unterlegen. Wichtig ist
die Wahrscheinlichkeit, mit der der erste Meflwert angezeigt wird. Um sie zu
berechnen, brauchen wir geméf (3.1) den ersten, normierten Eigenzustand
A des MeBapparates A. Wir schreiben seine Komponenten als Betrag mal
Phase. Die Betragsquadrate miissen sich wegen . AJA = 1 zu Eins sum-
mieren, die Betrdge sind daher Sinus und Kosinus eines Winkels 8/2. Eine
gemeinsame Phase der Komponenten ist irrelevantE, die relative Phase der
zwei Komponenten teilen wir hilftig auf.

cos(8/2)e 1®/2
A= <sin(9/2)e+i("/2> (4.67)

'Es gibt keine Wahl der Phasen, so daf§ die Komponenten stetig, 27-periodisch in ¢
und fiir 8 = 0 und 6 = 7t von @ unabhéngig sind. Sie kénnen also nicht als auf der Kugel-
oberfliache stetige Funktion gewihlt werden. Das Problem betrifft die Phasen der Vektoren.
Die zugehorigen Hilbertraumstrahlen variieren stetig auf der Kugeloberfliache.
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Die Winkel 8 und ¢ haben geometrische Bedeutung. Der Zustand A
(4.67) ist Eigenzustand zum MeBwert h/2 des Spin-1/2-Operators

h( cos®  sin Ge_i"’) h

Se,0= 5 lsine®  — cosO 5 (cr,ceX + oyey + 0,e ) , (4.68)

der den Spin in Richtung von €(0, ¢) mift.

ex sin O cos @
€(0,p)=1|e,| = |sinBsing
e, cos 0

Der Vektor €(0, ¢) schlieft mit der z-Achse den Winkel 6 und seine Pro-
jektion in die x-y-Ebene schliefit mit der x-Achse den Winkel ¢ ein.
Das Hauptdiagonalelement AlpA gibt nach (3.1) die Wahrscheinlichkeit

W(Te o) an, mit der bei Messung des Spins in Richtung € (0, ¢) der Spin nach
oben steht. Mit (4.66) und (4.67) berechnet man

W(Te.) =1/24+ccosB . (4.70)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung hdngt nicht vom Winkel ¢ ab. Sie ist in-
variant unter Drehungen um die z-Achse.
w(Te,o) =1/24 ccos(0

c=1/2
c=0

0

Abbildung 4.1: Strahlaufspaltung bei Spin 1/2
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist in Abbildung firc=0,c=
1/2 und einen mittleren Wert von c¢ als Funktion von 6 dargestellt. © ist
der Winkel, den die Richtung, in die der Stern-Gerlach-Apparat den Strahl
aufspaltet, mit der z-Achse bildet.

Die Wahl der Eigenvektoren von p als Basis fiir die Spinzustéinde erweist
sich als Wahl der z-Richtung. Die z-Achse ist diejenige Richtung, in der bei
Spin-Messung im Gemisch p am meisten Teilchen Spin nach oben haben.

Die Darstellung im Winkelbereich 0 0 27t ist redundant. Der Winkel
0 zur z-Achse durchléduft nur Werte 0 0 7t und bezeichnet fiir Werte 7t <
0 2m Winkel 0’ = 2t — 0. Fiir Abbildung (4.1) ist aber der Winkelbereich
0 0 2m gewdhlt worden, um klar zu machen, daf§ die Meflwerte an einem
Spin-1/2-System nach Drehung um 27t wieder in sich iiber gehen.

Spin-1/2-Spinoren (4.67) gehen durch eine Drehung um 27t in ihr negati-
ves {iber (4.64). Nehmen wir beispielsweise den Eigenzustand Ag o = Az o,
dessen Spin bei Messung in x-Richtung nach oben steht und drehen ihn um
die z-Achse um 27, so wéchst der Winkel @ von 0 auf 27t an und Az o geht
in sein Negatives iiber.

Das bedeutet nicht, dafl nach der Drehung der Spin in x-Richtung nach unten
zeigt —Az o = Az » Das negative Vorzeichen ist nur eine unmefibare Phase.

Es ist der Strahl im Hilbertraum, das heiffit der Vektor ¥ bis auf einen nicht-
verschwindenden Faktor, der dem physikalischen Zustand entspricht. Dieser
Strahl im Hilbertraum geht durch Drehung um 27t in sich iiber. Das negative
Vorzeichen kann man nur als relative Phase messen, wenn man einen Spin-
1/2-Zustand teilt, etwa in einem Doppelspalt, einen Anteil um 27t dreht und
die Anderung der Phase relativ zum zweiten Anteil in einem Interferenzbild
nachweist.

Fiir ¢ = 1/2 beschreibt p ein Gemisch, bei dem der Spin mit Sicherheit
nach oben steht, wenn der Spin in z-Richtung (6 = 0) gemessen wird. Es ist
namlich fiir ¢ = 1/2 die Wahrscheinlichkeit w(Te—o,,) = 1 und das Gemisch
p ein reiner Zustand und zwar der Eigenzustand mit Spin nach oben bei
Spin-Messung in z-Richtung.

Pl = (g 8) = (2)) (1 0). (4.72)

Nicht immer ist so einfach zu sehen, ob die Dichtematrix p = Zj p;il¥;. Yl
vom Rang 1 ist und sich durch einen Term schreiben 1&8t. In solch einem
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Fall ist ein p; = 1, die anderen Terme verschwinden und p = Py ist ein
Projektor p2,, = Prein. Wegen trp = 1 gilt dann auch

trpZ, =1. (4.73)

Wertet man die Spur in der Eigenbasis von p aus, so erkennt man, daf§ diese
Gleichung auch hinreichend dafiir ist, da} p ein reiner Zustand ist. Es ist
néamlich die Spur gleich der Summe iiber die Eigenwerte von p, die zwischen
0 und 1 liegen und sich zu 1 summieren. Daher summieren sich ihre Quadrate
dann und nur dann zu 1, wenn ein Eigenwert 1 und die anderen 0 sind.

Der Unterschied zwischen dem Maximalwert wy,,, und dem Minimalwert
Wmin VoL W(Tg,o) bezogen auf den Maximalwert ist die Polarisation P des
Strahls von Spin-1/2-Teilchen.

. Wmax — Whin

P= (4.74)

Wmax
Fiir den reinen Zustand (¢ = 1/2) betrigt die Polarisation 100 % . Fiir ¢ = 0
ist der Strahl total unpolarisiert und jede Spin-Messung spaltet unabhéngig
von der Richtung den Strahl halftig auf.

4.8 Storungstheorie

Wir untersuchen diskrete Eigenwerte und normierbare Eigenzustdnde einer
differenzierbaren Schar H(A) von hermiteschen Operatoren. Kennt man das
Spektrum fiir zum Beispiel A = 0, so kann man mit Reihenentwicklung ver-
suchen, das Spektrum und die Eigenzusténde fiir benachbarte Werte von A
zu néhern.

(H(A) — En(A)) Wn(A) =0 (4.75)

Wir unterstellen, dafi der Operator H(A), seine Eigenwerte E,(A) und seine
Eigenzustande W, (A) differenzierbar von A abhéngen.

Alle Ergebnisse der stationédren Storungstheorie folgen aus durch
Differenzieren nach A mit der folgenden Einschrinkung, dafl die Eigenwert-
gleichung den zugehorigen Eigenvektor W,(A) = 0 nicht festlegt, sondern
daf3 auch alle komplexe Vielfache von W, (A) die Gleichung lésen. Um die
Normierung und die Phase von W, (A) festzulegen, verlangen wir

YnAWR(A) = 3T, (4.76)
_wm(x)%wn(x) mew = 0. (4.77)

Die Bedingung (4.76) ist fiir E,, = E,, erfiillt, weil Eigenvektoren eines
hermiteschen Operators zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind (4.9).
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In jedem Unterraum, in dem ein Eigenwert entartet ist, kann eine Orthonor-
malbasis gewahlt und erfiillt werden.

Differenzieren von (4.76) fiir n = m ergibt, dafl . ‘Pn(h)!%‘l’n(h) = if(A)
imaginér ist. Durch Phasenwahl

A
P (A) =W (A) a(A) = —J dA'f(A) (4.78)
kann man die Gleichung (4.77) mit W,, erfiillen. Wir unterstellen, daB die

Gleichungen (4.76) und (4.77) ohne Redefinition der Phasen schon gelten.
Differenzieren von (4.75) nach A ergibt

d d d
—H-—E W.+(H-E, ) =¥,.=0. 4.
( 0 N JWa + ( ) ™ 0 (4.79)
Das Skalarprodukt mit ¥, fithrt auf ‘Pn\(c%\H — C%\En)‘}’n =0, also
d d
aEn = Wn|(aH)‘yn . (4.80)
Das Skalarprodukt mit ¥,,, m = n, ergibt
d d
Yo l(—=H)VY. Em—En) VYol =¥, =0. 4.81
(MW + (Em = En) Wil (481)
Ist ein Eigenwert E entartet, gilt also E,,, =E,, = = = E;, = E fiir einen

Wert von A fiir einige orthonormale Zusténde ¥,,,, die einen k-dimensionalen
Unterraum aufspannen, so kéonnen diese Zustdnde nur dann differenzierbar
vom Storparameter abhéngen, wenn der Storoperator (%\H) keine Uberginge
zwischen diesen Zustdnden macht, wenn also gilt
d
dA
Im Unterraum, in dem ein Eigenwert entartet ist, muf} also die Orthonormal-
basis so gewéhlt werden, dal der auf den Unterraum eingeschriankte Stor-
operator %H diagonal ist.

Durch (4.81), (4.82) und durch (4.77) sind die Skalarprodukte von 3W,
mit allen Basisvektoren W, festgelegt. Daher gilt

d Wnl(H) s
W, = Yo aA . 4.83
dA . EZ#E Em—En (4.83)

Vi l(xH) W =0 fiir By = By und my. = m; . (4.82)

Die Koeffizienten von %\‘Pn sind quadratsummierbar, wenn der Vektor
Y., differenzierbar von A abhéngt,

>

m: Eqm #AEn

2

YLl (S H)Y,
(axH) < 00 (4.84)

Em—En
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Die Gleichungen (4.80) und (4.83) sind ein gekoppeltes Differentialglei-
chungssystem fiir E,, und ¥,,, aus dem man algebraisch durch wiederholtes
Differenzieren alle hoheren Ableitungen und dadurch die Potenzreihenent-
wicklung in A bestimmen kann.

Héangt der Hamiltonoperator H(A) linear von A ab, so ist die zweite Ab-
leitung der Grundzustandsenergie Eg(A) negativ und sie wird in zweiter Ord-
nung abgesenkt, die Grundzustandsenergie ist dann eine konvexe Funktion
des Storparameters.

42E Ly, Ry P2
oy Y | ¥ m Yo I (4.85)

dA? m: Em>Ep Em o EO
In relativistischen Theorien will man fiir jeden Wert der Kopplungskonstan-
te einen Poincaré-invarianten Grundzustand haben. Es soll identisch in der
Kopplung A die Gleichung H(A)¥y = 0 gelten. Dann kann nicht einfach H
linear von A abhéngen, denn sonst ware die Grundzustandsenergie eine kon-
vexe Funktion von A.
Betrachten wir den Spin-Operator Sg ¢, fiir 8 = 7 als Funktion von ¢ und
durchlaufen wir mit ¢ einen Kreis, so geht der Operator wieder in sich iiber

Sz0=95z7r. (4.86)

Der zugehorige Eigenzustand mit Spin nach oben, dessen Phase und Nor-
mierung durch (4.77) und (4.76) festgelegt ist, geht nur bis auf eine Phase,
allgemeiner bei Operatoren mit entarteten Zustdnden bis auf eine unitére
Transformation, in sich tiber

W o=e"Wr 5 . (4.87)
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Kapitel 5

kontinuierliches Spektrum

5.1 Wellenfunktion

Viele Meflapparate, insbesondere die Orts- oder Impulsmessung, haben ein
Kontinuum moglicher Mefiwerte, die eventuell gemeinsam mit diskreten Mef3-
werten, wir nennen sie im folgenden Spin, gemessen werden konnen. In der
Eigenbasis der zur Messung gehorigen, miteinander kommutierenden Opera-
toren wird ¥ durch die Wahrscheinlichkeitsamplitude 1;(x) angegeben fiir
kontinuierliche, reelle Mefliwerte x und fiir diskrete MefSwerte a;, 1 I, die
durch eine Indexmenge I abgezéhlt werden. Der Zustand W ist durch eine Ab-
bildung der Menge der gemeinsam mefibaren, reellen Mefiwerte D =~ (I. R™)
in die komplexen Zahlen C gegeben.

Y:(i,x) — Pilx) (5.1)

Gehort x zur Ortsmessung, so heiflen die Funktionen {i(x) die Ortswellen-
funktionen.

Das Betragsquadrat p;(x)|? ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Das heifit:
Die Wahrscheinlichkeit, daf§ der Mefiwert x in einem Bereich A liegt und dafl
die Spinmessung den Wert a; ergibt, ist

wlay, A W) = J ()12 | (5.2)

A
Fiir Meflintervalle A, die den Wert x enthalten und so klein sind, daf} die
Wahrscheinlichkeitsdichte \p;(x)|? in ihnen fast konstant ist, konnen wir das
Integral néhern. Bezeichnen wir die Grofle des Mefintervalls mit d™x, so
erhalten wir

w(a, AY) . [Wi(x)[2d™x . (5.3)
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Die Wahrscheinlichkeit, dafl der Meflwert bei x in einem kleinen Bereich liegt
und dafl der Spin den Wert a; hat, ist das Betragsquadrat der Wellenfunktion
pi(x)|? multipliziert mit der Grofe d™x des Bereichs.

Da Wahrscheinlichkeiten dimensionslos sind, haben Wellenfunktionen die
Dimension '

dim(i(x)) = (dim(d™x)) " . (5.4)

Umfafit das MeBintervall A die Menge aller moglichen kontinuierlichen
Meflwerte und summiert man iiber alle moglichen Spinwerte, so impliziert
die Summenregel fiir Wahrscheinlichkeiten, dal ¥ normiert ist.

> J d™xPp;(x)]> =1 (5.5)

i

Hieraus liest man das Skalarprodukt ab.
oY =) J d™x ¢F (x)Wi(x) (5.6)

Genau genommen wird nur iiber alle mogliche Mefwerte (i,x) D T R™
integriert. Wir kénnen diese Einschréankung leicht beriicksichtigen, indem wir
uns auf den Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen beschrianken, die
auflerhalb von D verschwinden.

Angewendet auf Wellenfunktionen ergeben die zu den kontinuierlichen
MeBwerten gehorigen Operatoren X', 1. {1,2,...,n}, die Wahrscheinlich-
keitsamplitude multipliziert mit dem MeBwert

Xw o X XW (4, x) — xMi(x) . (5.7)

Funktionen f(X) der Operatoren X!, zum Beispiel e*X, wirken durch Multi-
plikation mit f(x)

f(X): ¥ - f(X)¥ (XY (i,x) = f(x)pi(x) . (5.8)

Die Operatoren X' sind nur auf Zustinden ¥ definiert, deren zugehorige

Wellenfunktionen 1;(x) nach Multiplikation mit x' quadratintegrabel bleibt.
Die Operatoren e*X sind fiir alle k. R™ im ganzen Hilbertraum definiert.

5.2 Transformationen des Ortes

Der Begriff Ortswellenfunktion iibertréagt sich zwanglos auf Mannigfaltigkei-
ten. Gleichung gibt die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen mit Spin-
quantenzahl a; im Bereich der Punkte zu finden, die zum Koordinateninter-
vall A gehoren. Dieser Sachverhalt ist unabhéngig vom verwendeten Koordi-
natensystem, wenn unter allgemeinen Koordinatentransformationen der Orte
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x'(x) die Wellenfunktion wie eine Halbdichte transformiert

1

Ti(x(x)) - (5.9)

Dies definiert die zu invertierbaren Selbstabbildungen T : x — x' = T(x) der
Mannigfaltigkeit gehorigen unitdren Transformationen U(T) von Zusténden.
Bezeichnen wir mit dT die Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen

ox
1o
(') = det 2

axlk
ko _
(AT = 55 (5.10)
so schreiben sie sich mit ¥ = U(T)¥ in (5.9) als
UMY =|detdT| 2y T (5.11)

Die Operatoren U(T) sind linear und unitér. Linearitét in W ist offensichtlich.
Unitaritédt besagt, dal Skalarprodukte invariant bleiben. Sie ergibt sich aus
der Definition von U(T) und dem Integralsubstitutionssatz

UoUY = Zjdnx' (UD)*(x') (UW);(x")
! 1 aX * ! ! n. *
= 3 anidet 10T Wilxlx)) = 3 [ i) bil) = @Y

i

(5.12)

Invertierbare Selbstabbildungen T der Mannigfaltigkeit bilden eine Grup-
pe mit Hintereinanderausfithren der Transformationen als Gruppenmultipli-
kation und der identischen Abbildung als Einselement. Die unitiren Trans-
formationen (5.11) sind eine Darstellung dieser Gruppe im Hilbertraum, das
heif3t, sie sind lineare Transformationen des Hilbertraumes und geniigen dem
Multiplikationsgesetz

U(T)UW(T) =U(T. T, (5.13)

das hintereinander ausgefiihrte Transformationen verkniipft.
Verwenden wir die Kettenregel

ST T )
so folgt die Darstellungseigenschaft aus
U(T)W(T)Y = |det d Tl 2 (U(T))W) . T,
= |detdTo 2|detdTy| z¥. T;'. T,
=|detdT, dTy|Z¥ (T, Ty)"

= ldetd(T,. T ¥ (T, T) '=WT. T)¥.(5.15)

(AT,  dT)S
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Wir betrachten eine einparametrige, kontinuierliche Gruppe T, von Trans-
formationen, zum Beispiel Drehungen oder Translationen, die so parametri-
siert sei, dafl Ty p = Ty Tp gilt. Dann gehort o = 0 zur identischen Abbildung
To = id und es gilt (Ty) " = T_4. Variiert o, so durchliuft Tox = x' (o, x) fiir
jedes festgehaltene x als Funktion von o« eine Kurve mit Tangentialvektoren

d(Tax)™

o EM(Tu(x)) . (5.16)

Die Tangentialvektoren an diese Kurven definieren ein Vektorfeld, das wegen
TareX)—Tu(x) = To (Te(x)=To(x)) = (Te—Ty). Tx(x) von & und x nur iiber
To(x) abhéngt. Bei x kann es demnach durch Differenzieren fiir « = 0 be-
stimmt werden oder durch Differenzieren und anschliefende Transformation
mit T_,.
d(Tax)™ d(Tex)™
EM(x) = ———— =— 5.17
( ) d(x \a:() dOC |T,(xoTo‘x ( )

Das Vektorfeld £™(x) heifit infinitesimale Transformation des Ortes. Die Lo-
sung x(«) des zugehoriges Differentialgleichungssystem

e _
dae

definiert T, als Abbildung der Anfangswerte x(0) auf x(«).

E™(x(«)) (5.18)

Ta(x(0)) = x(ex) (5.19)

Differenzieren wir das Transformationsgesetz (5.11) fiir eine einparametri-
ge, kontinuierliche Gruppe T4 bei & = 0 oder entwickeln wir x'™ = x™++ g™
und U(T,) = e ®*N nach «, so erhalten wir die infinitesimale Form

i 1
—T—L(Nw)i(x) = —i(axm EMNpi(x) — EMOmbi(x]) . (5.20)
Dabei bezeichnet N = ihU~'0,U den hermiteschen Operator, der die unitére
Transformation U(T,) erzeugt

U(Ty) = e v, (5.21)

Er ist hermitesch, wie sich aus der Unitarititsbedingung Ut = U~ ergibt.
Die Ableitung von |det dT,|"2 steuert in (5.20) den Term —;(axm &™) beli,
denn die Determinante det dT, hat die Entwicklung

axl m

det
¢ oxm

=14+ adm&E™+ O(a?) . (5.22)
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Auf Mannigfaltigkeiten biilen die Komponenten X* des Ortsoperators ih-
re Bedeutung ein, denn Koordinaten x dienen nur der Bezeichnung der Orte,
ihr Wert ist irrelevant. Auf dem Kreis zum Beispiel existiert kein hermitescher
Ortsoperator: spinlose Zusténde auf einem Kreis mit Umfang | sind Strahlen
im Hilbertraum der l-periodische Ortswellenfunktionen \{(x) = P (x + 1), die
im Intervall 0 x 1 quadratintegrabel sind. Es ist aber x{(x) nicht pe-
riodisch. X ist kein Operator im Hilbertraum der Wellenfunktionen auf dem
Kreis.

Dafl X auf dem Kreis nicht existiert, ist die Auflosung des Rétsels, warum

fiir einen normierten Impulseigenzustand auf dem Kreis P, (x) = %lel T

mit Impuls p = ZT‘TT‘TL der Erwartungswert von [X, P] = ih je nach Rechnung

einmal ih und ein andermal O ist.
ih Yv L YIIX,PIY = Y|(XP—-PX)¥ = VY|[Xp —pX)¥ =0

Untersucht man dieselben Rechenschritte statt auf dem Kreis auf der reellen
Achse, so existieren zwar die hermiteschen Operatoren X und P, nicht aber
ein normierter Eigenzustand zu P oder X.

Ortsmessungen auf dem Kreis messen Winkel und gehoren zu einem uni-
taren Operator

U:W Uy, UY:x — e Tp(x), (5.24)

aus dessen Eigenwerten e sich der Ort x = ;—; bis auf Vielfache von 1 ablesen
1aBt.

Zu einem periodischen Potential V(x + 1) = V(x) gehort der Opera-
tor VW(x) = V(x)P(x). Das Potential 148t sich als Fourierreihe V(x) =

chnei“ZTﬂx und der Operator daher als Reihe in U darstellen

V=3 cu". (5.25)

5.3 Translationen und Impuls

Die Forderung, dafl Translationen T, : x — Tgx = x + a definiert werden
konnen, und daf keine Translation aufler Ty = id einen Punkt fest 148t, legt
die moglichen Mefiwerte von Ortsmessungen fest D =1 R™, wobei n die
Dimension des Raumes ist.

Translationen bilden geméfl (5.11) auf natiirliche Art Zustdnde ¥ unitér
auf verschobene Zustande U(T,)¥ ab. Es ist det(dT,) = 1 und die transfor-
mierten Wellenfunktionen haben an der Stelle T,x = x + a denselben Wert
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wie P; am Urbild x.
(W(Ta)¥)i(x) = Pilx — a) (5.26)

Die infinitesimale Form (5.20) dieser Transformation erhalten wir, wenn
wir die einparametrigen Transformationen T,.q bei o« = 0 differenzieren. Das
erzeugende Vektorfeld £F = a* ist x-unabhiingig und daher divergenzfrei
0,x & = 0. Die rechte Seite von (5.20) ist also einfach —a*d,b;(x). Demnach
ist der Operator N, der die unitiare Transformation U(T,) erzeugt, linear in
a®: N = Pra®. Dabei sind die erzeugenden Operatoren Py, die zu Translatio-
nen in Koordinatenrichtung x* gehéren, definitionsgemifl die zu den Koor-
dinaten gehoérigen Impulse Py. Koeffizientenvergleich bei den Parametern a*
in (5.20) ergibt, daf§ der Impulsoperator die Ortswellenfunktion differenziert.

(P ¥)i(x) = —ih0upi(x) (5.27)

Die Operatoren Py erzeugen die unitare Transformation U(Tg) (5.26), die zu
endlichen Translationen gehort.

U(T,) = e whe (5.28)

Der Impulsoperator ist auf Vektoren im Hilbertraum definiert, die zu dif-
ferenzierbaren Wellenfunktionen mit quadratintegrabler Ableitung gehoren.
Die Operatoren U(T,) = e 7% sind fiir alle a. R™ im ganzen Hilbertraum
definiert, wenn D Translationen zulafit.

Auf Vektoren, die mehrfaches Anwenden von Ortsoperator und Impuls-
operator gestatten, vertauschen wegen x*x' = x'x* und 9,00, = 0,00« die
Komponenten des Ortsoperators und ebenso die Komponenten des Impuls-
operators. Orts- und Impulsoperator erfiillen wegen

((X¥Py— PXF)W)i(x) = —iAx 0,ui(x) + ihd (x*i(x)) = ((h&FW)i(x)
die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen
X5, X7=0, [P, P =0, [X PJ=ihs}. (5.30)

Daher konnen die Ortsunschirfe AX* und die Impulsunschérfe APy in der-
selben Richtung nicht durch Préaparation des Zustandes gleichzeitig klein ge-
macht werden, denn aus der allgemeinen Unschérferelation (4.19) und der
Heisenbergschen Vertauschungsrelation folgt die Heisenbergsche Unschérfe-
relation

h
AX*AP, 55‘5 : (5.31)
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Es kann durchaus in zwei Richtungen durch eine Lochblende der Ort und
senkrecht dazu in der dritten Richtung der Impuls scharf gemacht werden.
So prapariert man Teilchenstrahlen. Engt man die Lochblende ein, so macht
sich der unscharfe Impuls in diesen zwei Richtungen als Beugung an der
Lochblende bemerkbar.

5.4 Drehungen und Bahndrehimpuls

Drehungen sind lineare Transformationen des Orts D : x — Dx, die alle
Langenquadrate invariant lassen.

Z(Dklxl)z =DM D*,xx™ = x** x & DYD",, = i (5.32)
k

Die zugehorigen Matrizen D erfiillen also die Orthogonalitatsrelation
DT=D". (5.33)

Sie bilden die Gruppe O(n) der orthogonalen Transformationen des R™. Hier-
bei und im folgenden gestatten wir uns den unter Physikern verbreiteten, be-
quemen Sprachgebrauch und unterscheiden nicht ausdriicklich zwischen den
Transformationen und den zugehoérigen Matrizen.

Aus (5.33) folgt det D = (det D)™, also det D = 1. Orthogonale Trans-
formationen, deren Determinante den speziellen Wert 1 hat, bilden die Un-
tergruppe SO(n) der speziellen orthogonalen Transformationen.

Jede einparametrige Untergruppe von Drehungen ist eine Schar von Ma-
trizen Dy = e*® mit erzeugender Matrix w, die wegen D' = e *® = DT =
e’ (5.33 antisymmetrisch ist.

(W) = —(w) (5.34)

In n=3 Raumdimensionen ist die Matrix w daher eine Linearkombination
von drei antisymmetrischen Basismatrizen T,,, deren Matrixelemente wir mit
dem e-Tensor schreiben

w = 0™eem,  (Tm) 1 = &rmt - (5.35)

Ist @ = € ein Einheitsvektor, so ist & der Drehwinkel, denn D, = e*®
hat folgende Eigenschaften: w wirkt auf jeden Vektor v wie ein Kreuzprodukt
wv = €. V. Daher verschwindet wé und € markiert die Drehachse D € = €.
Ein zu € senkrechter Einheitsvektor 17 wird durch w auf den auf beiden
senkrecht stehenden Einheitsvektor n, abgebildet.

wﬁ1 = ﬁz, wﬁz = —T_1:1 . (536)
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Wendet man die Reihe e*® auf f; und fi; an und trennt man die geraden
und ungeraden Potenzen von w, so erhéilt man die Kosinus- und Sinusreihe

e =njcosax +Mysine, e, = —migsin o + M cos « . (5.37)

Insbesondere fiihrt eine Drehung um 27t zur Ausgangslage zuriick.

Das zur Transformation x' = D 4x gehorige Vektorfeld &(x) = 04D X, _,
ist £ = wkix! = (@ x)* Das Vektorfeld ist divergenzfrei 0,x £ = §tw* =0
und die infinitesimale Transformation der Wellenfunktion ist

i

 (NW)i(x) = —W X' (x) = —@Mermx D (x) . (5.38)

Die rechte Seite ist linear in @™, daher ist der Operator N linear in @™
und von der Form N = L,,@™. Definitionsgemaf3 sind die hier auftreten-
den Operatoren L, die Komponenten des Bahndrehimpulses: sie erzeugen
Drehungen um die Koordinatenachsen, L ¢ erzeugt Drehungen um €. Der
Koeffizientenvergleich von @™ ergibt

(Ln¥)i(x) = —ihemax 0adi(x), Lm = emaX Py . (5.39)

Mit der Heisenbergalgebra (5.30) folgt, dal die Komponenten des Bahndreh-
impulses die Drehimpulsalgebra (4.45) erfiillen.

[Li, ] = e0a5mnX Py, X™Po
= e4a€imn (X5, X™P Py + X*[Py, X™P,])
= iReiq&jmn (X™OEPL — X O["P,,)
= iR(epagimr — EimrEjr) XM Py
— RSBy — Bi0um + it — dudumj) X™Py
= iReijermn X" Pn = iheidli .

(5.40)

Die endliche, unitére Transformation, die zu einer Drehung um den Winkel
o« um die Drehachse € gehort, ist

(U(E, 0¥)(x) = (expl— T Bi(x) = $i(Dea (). (5.41)

Drehungen um o = 27t bilden Orte auf sich ab Dg,zﬂqx = x. Fir Bahn-
drehimpulse (5.39) gilt daher einschrinkend U(€,27m) = exp(—%mf F=1.
Angewendet auf L3-Eigenzustdnde heifit dies fiir Drehungen um die z-Achse
exp(—2mim) = 1. Daher kénnen die m-Quantenzahlen des Bahndrehimpulses
und in der Folge auch seine 1-Quantenzahlen nur ganzzahlige Werte haben.
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5.5 kontinuierliche Basis

Fiihren wir geeignet verallgemeinerte Basiselemente A;y ein, so koénnen
wir Zustinde W mit den Ortswellenfunktionen als Entwicklungskoeffizienten
schreiben.

Y= Z Jd“x/\iyxlj)i(x) (5.42)

Das Skalarprodukt (5.62) mit einem ebenso zerlegten Vektor @ legt die Ska-
larprodukte der Basiselemente fest.

> [ g0 Al i) = ¥ [arx w0

i, i
= . Ai,x‘/\j,x’ = 6n(x - XI)6} (543)

Man liest hieraus ab, dafl A;ix keine endliche Lénge hat und kein Vektor
im Hilbertraum ist, sondern dal A; eine Distribution ist. Erst das Integral
(5.42) mit den quadratintegrablen Wellenfunktionen {;(x) ergibt einen Vek-
tor im Hilbertraum. Verallgemeinerte Basiselemente, deren Skalarprodukte
wie in (5.43) durch d-Funktionen gegeben sind, nennt man kontinuumsnor-
miert.
Die Ortswellenfunktionen {;(x) sind wegen (5.43) die Skalarprodukte von
W mit der Ortsbasis
‘ll)i(X) =. Ai,x|\y . (544)

Insbesondere sind die Ortswellenfunktionen der Basiselemente A;, Delta-
funktionen d™(x — x' )6]1 Die Basiselemente sind verallgemeinerte Eigenvek-
toren des Ortsoperators

XN 0 = XA (5.45)

Setzen wir in (5.42) ein, so ergibt sich in Bracket-Schreibweise
wo=>3 Jd“x Nix AV . (5.46)

Es 1a8t sich also analog zu (2.19) mit den Basiselementen A;y die Eins kon-
tinuierlich zerlegen.

1=) Jd”x Aix Ayl (5.47)

Die verallgemeinerten Eigenzusténde Tj,, des Impulsoperators

Pkl},p = pkrj,p (548)
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zu den Eigenwerten py, p. R™, bilden wie die Ortszusténde A;y eine kon-
tinuierliche Basis. Thre Ortswellenfunktionen (I5,)i(x) =. AixIlj, sind Lo-
sungen der Eigenwertgleichung

—ih0 (15 p)i(x) = px(T p)i(x) (5.49)
und daher, nach geeigneter Wahl von Normierungsfaktoren c}, durch

1

Al = (Fp)ix) = ————gler™ (5.50)
)P )P (Zﬂh)n j
gegeben. Wie man mit
d™ . ,
—ix-(y—y') _ om ! 51
J(zmne (vy—v") (5.51)

sieht, sind die Basiselemente [ ;, kontinuumsnormiert
Fi,p|r,-)p/ = 5“(1) — 'pl)é; (552)

und bilden eine kontinuierliche Basis, mit der man die Eins zerlegen kann.

=) Jd“p Ny Tipl (5.53)

i

Analog zur Ortswellenfunktion definiert man die Impulswellenfunktio eines
Zustandes W als Skalarprodukt mit der kontinuierlichen Basis von Impulsei-
genzusténden

d)](p) = Fj‘p]\y :ZJan pr]-!/\i)x Ai,x’\y . (554)

Die Impulswellenfunktion ist also die Fouriertransformierte der Ortswellen-
funktion und, bis auf ein Vorzeichen, umgekehrt

~ 1 i 1 ; -
i = d“x—e_ﬁp'x ilx), ixX) = dn 7eﬁp'x i .
Bip) = Jarx et i = | P )
(5.55)
Wir konnen also einen Zustand W statt durch die Ortswellenfunktionen {;(x)
durch die Impulswellenfunktionen II)i(p) darstellen und daraus, wenn wir
wollen, die Ortswellenfunktion rekonstruieren.

1 Zur Unterscheidung von Ortswellenfunktionen markieren wir Impulswellenfunktionen
durch ,,”«.
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Zu PY gehort wegen  Tj [P ¥ = pi T p[¥ die Impulswellenfunktion
Pr;(p). Zu X*¥ gehodren die Impulswellenfunktionen ihd,, \;(p)

TpXY = ZJd”x ol A ApxXW
dn i -
=[S e b = iy Bl
(2th)n
(PY) () = pidilp),  (XXW) " (p) = ihd, bilp) - (5.56)

Das Betragsquadrat der Impulswellenfunktion ist die Wahrscheinlichkeits-
dichte fiir Impulsmessungen. Die Wahrscheinlichkeit, den Impuls im Intervall
A zu finden und den diskreten MefSwert a; zu messen, ist

wlag, A, W) = Ld“p bi(p)? (5.57)

Der Bahndrehimpuls L =X P dreht die Argumente der Impulswellen-
funktion VP;(p) genauso wie die Ortsargumente der Ortswellenfunktion (5.41).

(La¥)"(p) = —ihemupkazlxbi(p) (5.58)
(U(E @ ¥)74(p) = (exp(— T B)(p) = hilDea ' (p)) . (559)

5.6 Mehrteilchenzustiande

Die Beriicksichtigung mehrerer kontinuierlicher Mefiwerte, wie etwa die sechs
Ortskoordinaten eines Zweiteilchensystems, und die Beriicksichtigung zusétz-
licher diskreter Mefwerte, wie zum Beispiel der Spins der beiden Teilchen, ist
offensichtlich. Solch ein Zweiteilchenzustand W ordnet sechs kontinuierlichen
MefBwerten und zwei diskreten Quantenzahlen eine Wahrscheinlichkeitsam-
plitude zu

und wird durch Wellenfunktionen (X, §j) angegeben. Dabei ist
W(la )_{) ] y g) d3x) d3y ) \P) : M)l] ()_(:) g) |2d3X d3y (561)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, das erste Teilchen mit Spin 1 bei X im Bereich
d3x und das zweite Teilchen mit Spin j bei § im Bereich d3y zu messen. Aus
der Wahrscheinlichkeitsformel liest man das Skalarprodukt ab

O = 3 [dx Py o5, Gy (5. 6) (5.62)

Y
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Es handelt sich um identische Teilchen, wenn fiir alle Zweiteilchenzustén-
de die Wahrscheinlichkeit, das erste Teilchen bei X mit Spin 1 und das zweite
Teilchen bei ¥y mit Spin j zu messen, mit derjenigen iibereinstimmt, das erste
Teilchen bei § mit Spin j und das zweite Teilchen bei X mit Spin i zu messen,
wenn also fiir alle Zustédnde der zwei identischen Teilchen die Wellenfunktion
Y5(Y, X) mit Py(X,y) bis auf eine Phase iibereinstimmt. Ist diese Phase T,
heiflen die Teilchen Bosonen, ist sie —1 heiflen sie Fermionen. Genauer ge-
sagt sind bei n-Teilchenzustdnden identischer Bosonen die Wellenfunktionen
invariant unter jeder Permutation 7t: (1,...,n) — (7t(1),...,7(n)).

(Il)Boson)h eoin (X1> s )Xn) = (q)Boson)iﬂ(” yeeosbre(n) (Xﬂﬂ)) s )Xﬂ(n)) (563)
Unter ungeraden Permutationen sign(7t) = —1 gehen n-Teilchen-Wellenfunk-
tionen identischer Fermionen in ihr Negatives iiber.

(q)Fermion)i] ,,,,, in (X1> ene aXTL) = Slgn(ﬂ) (q)Fermion)iﬂ(” ,,,,, e(n) (XTEU)) s )Xﬂ(n))

(5.64)
Als Konsequenz unterliegen Fermionen dem Pauli-Verbot, dafl Mehrfermi-
onenzustande nicht ein Produkt gleicher Einteilchenzustdnde enthalten kon-
nen oder, umgangssprachlich, daf§ nicht zwei Fermionen in demselben Zu-
stand sein konnen. Es kann aber zum Beispiel die Grundzustandswellenfunk-
tion der zwei Elektronen im Heliumatom ein Produkt derselben Ortswellen-
funktion ¥ sein, weil sie in der Spinquantenzahl antisymmetrisch ist

Uy5(X,§) = egx(X)x(Y), ey=—&u, eny =1, 4i (T, 1}. (5.65)

Slater-Determinanten sind total antisymmetrische n-Teilchenzusténde. Sie
entstehen aus einem Produkt (7.1) von orthonormierten Einteilchenzustéan-
den xi, das antisymmetrisiert wird.

1 )
Y, = ?ngn(ﬂ)xﬂm Xr2) - Xnn)
* 7T
1
= ——¢&hi.in X Xz Xin (5.66)
n!

Das Pauli-Verbot und die Tatsache, dafl Elektronen Spin 1/2 haben, machen
die Grundziige des Periodensystem der Elemente versténdlich, wenn man
das Wasserstoffatom verstanden hat, und sind grundlegend fiir die Chemie.
Ebenso wird die Festkorperphysik vom Pauli-Verbot beherrscht zum Beispiel
mit der Folge, dafl im Grundzustand Elektronen alle Einteilchenzusténde bis
zur Fermikante besetzen.

Fermionen haben halbzahligen Spin, Bosonen haben ganzzahligen Spin.
Dies ist zunéchst ein experimenteller Befund. Als Spin-Statistik-Theorem
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folgt dieser Sachverhalt aus den Grundannahmen relativistischer Quanten-
mechanik.

Bei Zusténden identischer Teilchen existieren keine Operatoren, die in-
dividuelle Quantenzahlen, etwa den Impuls p; des ersten Teilchens messen.
Denn die Eigenzustéinde A der Mefloperatoren unterliegen ebenfalls der Bose-
oder Fermisymmetrie und die Operatoren bewahren die Bose- oder Fermi-
symmetrie der Zusténde. Die individuellen Quantenzahlen p; und p, kann
man nur bis auf Teilchenpermutation aus den Eigenwerten der symmetrischen
Operatoren P; 4+ P, und P;? + P,? rekonstruieren.

45



Kapitel 6

Zeitentwicklung,
Grundzustandsenergie

6.1 Schroédingergleichung

Wir kénnen in Abbildung den Abstand zwischen Quelle und Apparat
und damit die Flugzeit variieren und fragen, wie die Verteilung der Mefergeb-
nisse von der Zeit abhéngt. Diskutieren wir dies zunéchst fiir reine Zustéande.
Am Eingang des MeBapparates liegt ein Zustand W(t) vor, der von der Flug-
dauer t abhéangt. Die Zeitentwicklung bildet Strahlen im Hilbertraum W¥(0)
auf Strahlen W(t) ab. Verwenden wir normierte Vektoren, um die Strahlen
zu reprasentieren, so muf fiir alle Zeiten

W)W(t) =1 (6.1)

gelten und eine Phasenénderung von W(0) darf hochstens zu einer Phasenén-
derung von W(t) fithren. Mit dieser Einschrankung bildet die Zeitentwicklung
die Einheitskugel im Hilbertraum auf sich ab. Differenzieren wir nach der
Zeit, so erhalten wir

QV(IW(Y) + W()RMNW(t) =0. (6.2)

Die Zeitentwicklungsgleichung sollte eine Differentialgleichung erster Ord-
nung sein, sonst wiirde nicht ¥ das System vollstédndig charakterisieren und
zusétzliche, nicht in W enthaltene Daten wie 0¢¥ kénnten prépariert werden
und wiirden im Laufe der Zeitentwicklung mef3bar.

Der eigentliche Inhalt des Superpositionsprinzip der Quantenmechanik ist
die Annahme, dafl die Zeitentwicklung linear in ¥ ist. Mit dieser Annahme
postuliert man die Schrodingergleichung.

ihoW =HY H=H' (6.3)
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Denn wenn 0{¥ = OV fiir irgendeinen linearen Operator O gilt, so ist er
nach antihermitesch. Die Schrodingergleichung driickt diesen Sachver-
halt nach Abspalten von i und einem mafisystemabhéngigen Faktor h, dem
Wirkungsquantum, aus. Der Hamiltonoperator H erzeugt die Zeitentwick-
lung. Er hat die Dimension einer Energie.

In einem Gemisch p =} ;p;|¥; Wj| dndern sich als Funktion der Zeit die
Zustande ¥j. Die Wahrscheinlichkeiten p; sind die Produktionswahrschein-
lichkeiten, mit der diese Zusténde im Gemisch vorliegen. Sie &ndern sich nicht
durch Schrodingersche Zeitentwicklung.

p(t) =Y Pt (1) (6.4)
j

Differenziert man nach der Zeit, so erhélt man aus der Schrédingergleichung
(6.3) die von-Neumann-Gleichung fiir die Zeitentwicklung der Dichtematrix

ihop =Hp—pH =[H, p] . (6.5)

Es ist mit den Grundstrukturen der Quantenmechanik durchaus vertrig-
lich, daB3 bei physikalischen Systemen W(t) nichtlinear von W(0) abhéangt und
durch eine Selbstabbildung ¥Y(t) = ®(¥(0)) von = — {0} gegeben ist, die
Strahlen des Hilbertraumes auf Strahlen abbildet

O (AY) =f (A V)P (W), V¥, A =0, (6.6)

wobei der komplexe Faktor fi(A,¥) C fiir nichtverschwindendes A nicht
Null wird. Die zugehorigen, allgemeineren Zeitentwicklungsgleichungen heis-
sen ,nichtlineare Schrodingergleichung® und sind Gegenstand der Forschung,
ihre physikalische Bedeutung ist unklar. Wir folgen dem normalen Sprach-
gebrauch und beschranken die Bezeichnung quantenmechanisch auf solche
Systeme, deren Zeitentwicklung durch einen linearen Hamiltonoperator ge-
geben ist.

Es gehort zu den Besonderheiten der Quantenmechanik, daf die Zeit nicht
an den physikalischen Systemen der Abbildung gemessen wird, sondern
daf} die Zeit ebenso wie der Meflapparat zur Aulenwelt gehort. Durch Messen
eines Zustandes kann man nicht sagen, wie spét es ist, auch wenn man durch
Verfolgen der Entwicklung und Vergleich mit Uhren durchaus sagen kann,
wieviel Zeit zwischen zwei Ereignissen vergangen ist.

Es gibt in der Quantenmechanik keinen Operator, der die Zeit mifit. Das
hat die erfreuliche Konsequenz, dafl es keine Eigenzustdnde zu einem Zeit-
operator gibt. Diese Zustdnde wiren zu einer Zeit und zu keiner anderen, fiir
sie wiirde die Zeit nicht laufen.
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Die Variable t in zeitabhingigen Ortswellenfunktionen ist auch in re-
lativistischer Quantenmechanik grundverschieden von den Ortsvariablen x.
Mehrteilchenzustdnde haben Wellenfunktionen mit mehreren Ortsvariablen
aber mit nur einer Zeit. Uber t wird im Skalarprodukt nicht integriert, die
Wahrscheinlichkeit w(A,W(t)) ist nicht eine Wahrscheinlichkeit, einen Mef3-
wert t im Zeitintervall dt zu finden. Vielmehr parametrisiert t die Zusténde
Y(t) zwischen Austritt aus der Quelle bis zum Erreichen des Meflapparates.
Wo genau die Quelle aufhért und der MeBapparat anfingt, ist dabei uner-
heblich. Der Aufbau in Bild (1.1) veréndert sich nicht wesentlich, wenn wir
einen Teil der Laufstrecke zur Quelle und einen anderen Teil zum Apparat
zéhlen. Die Zeit zwischen Praparation des Zustands und Messung ist positiv.

Ist der Hamiltonoperator zeitunabhéngig und ist zu Beginn der Zustand
Y(t = 0) Eigenzustand zu H, so sind die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Mef3-
werte zeitunabhéngig, denn aus

ihdY = HY = EY (6.7)

folgt W(t) = e wEW(0) und der zu W(t) gehorige Strahl im Hilbertraum &n-
dert sich nicht. Energieeigenzusténde heiflen daher auch stationére Zustéande.
Vertauscht der zeitunabhéngige Hamiltonoperator mit einem hermite-

schen Operator A,
[H,A] =0 (6.8)

der einem zeitunabhéngigen Meapparat entspricht, so dndert sich die Wahr-
scheinlichkeit w(a;, ¥(t)) fiir MeBwerte a; nicht mit der Zeit. Denn der
zum MeBwert gehorige, normierte Eigenzustand A; kann zeitunabhéngig und
als Eigenzustand zu H gewahlt werden (4.24) HA; = EjA;. Die Wahrschein-
lichkeitsamplitude . A;[¥(t) &ndert sich daher nur um eine Phase

CAJY(t) = e wEY AJW(0) . (6.9)

Ist insbesondere W(0) Eigenzustand zu A zum MeBwert a, so bleibt er Eigen-
zustand und die Quantenzahl a ist eine Erhaltungsgrofie. Hierauf beruht die
iiberragende Bedeutung von Energie-, Impuls- und Drehimpulsoperatoren,
denn auflerhalb von Wechselwirkungszonen, das heiffit vor und nach Streu-
ung, sind Energie, Impuls und Drehimpuls der Stolpartner erhalten.

Ist der Hamiltonoperator zeitunabhéngig und kennt man sein Spektrum
{Eq1,E2, ..., Ei ...} und seine Eigenzustande Ay, Ay, ... Ay, ..., soist das Pro-
blem, die Zeitentwicklung eines allgemeinen Zustands zu bestimmen, dazu
vereinfacht, die Komponenten des Anfangszustands in der normierten Eigen-
basis des Hamiltonoperators zu bestimmen und den Zustand zur spéteren
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Zeit mit diesen Komponenten zusammenzusetzen

Yt =) e AR, = AW(t=0) . (6.10)

Zu gegebenem Hamiltonoperator gehort daher die Standardaufgabe, das
Spektrum und die Eigenzusténde zu bestimmen.
Die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators

(H—E)A; =0 (6.11)

heifit zeitunabhingige Schrodingergleichung. Trotz weitverbreiteter, anderer
Meinung erlaubt sie nicht, auszurechnen, in welchem Zustand sich das quan-
tenmechanisches System befindet, denn quantenmechanische Systeme miis-
sen sich nicht in Energieeigenzustédnden befinden. Zum Beispiel sind insta-
bile Teilchen oder Wellenpakete freier Teilchen keine Energieeigenzusténde.
Allerdings trennen sich, wenn man geniigend wartet, verschiedene, durch ei-
ne endliche Energiedifferenz getrennte Energieanteile, wenn sie verschieden
schnell sind. Auf diese Art praparieren sich hiufig Energieeigenzustéinde von
selbst.

Handelt es sich bei dem Zustand um ein Teilchen ohne Spin, das sich
in einer Dimension bewegt, so kann der allgemeinste Zustand als Linear-
kombination von Ortseigenzustinden A, mit der Wellenfunktion \(x) als
Entwicklungskoeffizient (5.42) geschrieben werden

Y= de/\xll)(x) . (6.12)

Der Hamiltonoperator fiir die Bewegung im Potential besteht aus kinetischer
2
Energie ;Tl und potentieller Energie V(X). Auf die Ortswellenfunktion wirkt

der Impulsoperator als Ableitung (PY¥)(x) = —ih%}:‘) (5.27) und das Po-
tential multipliziert die Ortswellenfunktion (V¥)(x) = V(x)(x) (5.8). Also
lautet die Eigenwertgleichung (H — E)¥ = 0 auf Ortswellenfunktionen

(o< + V(x) — Efb(x) =0 . (6.13)

Die Losungen miissen normierbar sein, wenn ihnen Vektoren im Hilbert-
raum der quadratintegrablen Wellenfunktionen entsprechen sollen. Zusétz-
lich sind aber auch alle Losungen interessant, die fiir x — 0o nicht an-
wachsen. Denn aus solchen verallgemeinerten Lésungen lassen sich normierte
Wellenpakete ¥ zusammensetzen, die der Eigenwertgleichung mit jeder vor-
gegebenen Genauigkeit ¢ > 0 nahe kommen . (H — E)¥ 2 < e. Zum Beispiel
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sind fiir verschwindendes Potential die verallgemeinerten Impulseigenzustén-

de Pp(x) = \/ztt—helhp" verallgemeinerte Energieeigenzustinde mit E = %.

Sie gehoren zum kontinuierlichen Spektrum der kinetischen Energie, das aus
den reellen, nichtnegativen Zahlen E 0 besteht.

Um die mathematischen Schwierigkeiten klein zu halten, untersucht man
vorzugsweise die Eigenwertgleichung fiir vereinfachte Potentiale, wie
den Topf oder die Schwelle.

6.2 Schrodingerbild, Heisenbergbild

Es 148t sich in der Quantenmechanik nicht entscheiden, ob die Wahrschein-
lichkeitsverteilung von MeBwerten sich &dndert, weil sich der Zustand ¥ bei
unverdndertem MeBapparat im Laufe der Zeit dndert, oder weil sich die Mef-
apparate dndern und die Zustdnde unverdndert bleiben.

Im Schrodingerbild, das wir bisher verwendet haben, ordnet man die Zeit-
entwicklung den Zustédnden zu und verwendet zeitlich unverénderte Meflope-
ratoren.

Sei als Funktion der Zeit t eine Schar U(t) von unitdren Operatoren

uf(t) =u-'(t) (6.14)

gegeben. Verwendet man statt der zu vermessenden Zustiande W(t) und der
Eigenzustande A; der MeBapparate A die Zustdnde und Operatoren

W(t) = Ut)W(t), ALt)=Ur)A;, A'(t)=UR)AUT(t), (6.15)

so erhélt man zu allen Zeiten und fiir alle MeBapparate und alle physika-
lischen Zustdnde unverdanderte Wahrscheinlichkeitsamplituden und unverén-
derte Eigenwerte der zu den Meflapparaten gehérenden Operatoren

ALY = WOAJUDY() = AJUIURWY(E) = AJW(t)

AAL = aiA & U)AU (1) U)A; = aiU(t)A; .
Durch Differenzieren d(U(t)U"'(t)) = 0 mit der Produktregel lernt man

U =—u'(e,uu" . (6.18)
Daher und wegen Uf = U~ ist U~'(1)9,U(t) antihermitesch

(uto,u)’ = (o,U "Hu = —-Uu-'o.U. (6.19)
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Mit der Bezeichnung
U (t)irdU(t) = —Ho(t) Ho = HI (6.20)
und der Schrodingergleichung fiir W(t) folgt fiir W'(t) die Zeitentwicklung
oY = H' () mit H' = U(H — Ho)u™'. (6.21)
Operatoren, die zu Meflapparaten gehoren, erfiillen die Gleichung
ihdA'(t) = —[H, A’(t)] mit H=UH,U". (6.22)

Wihlt man insbesondere Hy = H, bestimmt also U(t) als Loésung von
iho,U = —HU mit U(0) = 1, so ist V' zeitunabhiingig und H = H. Die
gestrichenen Groflen heiflen Zustdnde und MeBoperatoren im Heisenbergbild
und erfiillen die Gleichungen

Fiir t = 0 stimmen Zustdnde und MefBoperatoren im Heisenbergbild und im
Schrodingerbild iiberein.

Fiir Zustande, die in eine Wechselwirkungszone ein- und auslaufen, sollte
fiir frithe und spéte Zeiten die Wechselwirkung H;,; verschwinden. Im Wech-
selwirkungsbild w#hlt man Hg so, daBl Hi,, = U(H — Ho)U™'. Man arbeitet
also mit Zustdnden, die fiir frithe und spéte Zeiten zeitunabhéngig werden,
so dafl der Grenzwert lim_, 4o Yw(t) existiert. Dies ist fiir die Diskussion
von Streuexperimenten giinstig.

Wenngleich alle Bilder mathematisch dquivalent sind, so sind sie doch
unterschiedlich intuitiv. Zum Beispiel zerlduft ein freies Wellenpaket. Im
Schrodinger-Bild ist das versténdlich, weil das Wellenpaket Anteile mit un-
terschiedlichem Impuls und, bei massiven Teilchen, mit unterschiedlicher Ge-
schwindigkeit hat. Das Zerflieen eines Wellenpakets ist so intuitiv erfaf3bar,
wie ein Hundertmeter-Rennen, bei dem am Ziel die Teilnehmer nacheinan-
der einlaufen. Im dquivalenten Heisenberg-Bild &ndert sich nicht der Zustand
sondern der Meflapparat, als wiirden nicht die Laufer sondern die Zielrichter
auseinander streben.

6.3 Grundzustandsenergie

Energien, die Eigenwerte des Hamiltonoperators, der die Zeitentwicklung er-
zeugt, sind streng genommen nicht mefibar, sondern nur Differenzen der Ener-
gien. Insbesondere ist die Grundzustandsenergie von physikalischen Systemen
nicht aus der Zeitentwicklung rekonstruierbar.
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Gilt ndmlich die Schrodingergleichung (6.3) fiir alle Zustédnde W(t), so
lassen sich diese Zustinde nicht von ¥'(t) = e'*"W(t) fiir reelles o unterschei-
den, denn ¥ und ¥ ergeben zu allen Zeiten fiir alle MeBapparate dieselbe
Verteilung von Mefwerten. Es erfiillt aber W' (t) die Schrodingergleichung mit
H' = H — . Also kann nicht zwischen H und H — « unterschieden werden.
Diskussionen iiber die Grofle der Grundzustandsenergie dhneln daher mittel-
alterlichen Erorterungen der Frage, wieviel Engel auf eine Nadelspitze passen:
immerhin wissen wir, da} wir dies durch keine Messung kléren konnen.

Im Heisenbergbild ist es noch einfacher einzusehen, daf} sich die Zeitent-
wicklung der MeBapparate nicht dndert, wenn zum Hamiltonoperator eine
Zahl « hinzugefiigt wird, denn o vertauscht mit jedem Operator.

Zwar nicht aus der Zeitentwicklung, wohl aber aus anderen Griinden,
kann durchaus die Energie absolut festgelegt werden. Energiedichte, genau-
er der Energie-Impulstensor, fiithrt in der Allgemeinen Relativitédtstheorie zu
Raumkriimmung. Kosmologische Beobachtungen ergeben, dafl der Beitrag
der Energiedichte des Grundzustandes zur Raumkriimmung unmefibar klein
und vertriglich mit einer verschwindenden Grundzustandsenergie ist. Pro-
blematisch ist allerdings, dafl keine erfolgreiche Theorie existiert, die Quan-
tenmechanik und Allgemeine Relativitédtstheorie vereint.

Einem freien, nichtrelativistischen Teilchen mit Impuls p schreibt man die
Energie E =p2/(2m) 0 zu und hat dabei iiber die Grundzustandsenergie
so verfiigt, dafl die Ruhenergie verschwindet.

Das Wasserstoffatom hat ein kontinuierliches, positives Spektrum der
Schwerpunktsbewegung. In Bindungszustéinden hat die Relativbewegung von
Proton und Elektron ein diskretes Spektrum von Energiewerten mit Ener-
gien Enim = —% und Eigenzusténden A, m. Hierbei ist Ry = % die
Rydbergkonstante, die Hauptquantenzahl n = 1,2 ... durchlduft die na-
tiirlichen Zahlen, fiir gegebenes n gibt es je ein Drehimpulsmultiplett mit
L=0,1,...,n— 1 und jedes Drehimpulsmultiplett wird von 21 + 1 Zustén-
den mit m = —1,—1l+1,...,1 aufgespannt. Beriicksichtigt man genauer, dafl
das Elektron Spin 1/2 hat, so verdoppelt sich die Zahl der Zustédnde, bezieht
man auch den Spin 1/2 des Protons ein, so verdoppeln sich diese Zustédnde
nochmal. Der Spin des Elektrons ist entscheidend fiir das Periodensystem der
Elemente, der Spin des Protons bewirkt die Hyperfeinstruktur der Energien
und wird in manchen Lehrbiichern nicht einmal erwihnt. Uber den diskreten
Energien der Bindungszustédnde schlieft sich das Kontinuum der positiven
Energien der Relativbewegung des ionisierten Elektron-Proton-Paares an. Es
ist natiirlich, der Ionisationskante die Energie der Schwerpunktbewegung von
Elektron und Proton zuzuschreiben.

In relativistischen Theorien im nichtgekriimmten Raum liegt die Grund-
zustandsenergie fest. Der Hamiltonoperator H = cP° ist hier eine Kom-
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ponente des Viererimpulses P™, m = 0,1,2,3, der mit den Operatoren
M™ = —M™" die Lorentztransformationen erzeugen, folgende Kommu-
tatorrelationen erfiillt

[M™, P = —i(n™P" —n™P™) m,n,1 {0,1,2,3}. (6.24)

Diese Relationen erlauben nicht, zu P™ Zahlen hinzuzufiigen. In relativisti-
schen Theorien mufl das Vakuum, der Zustand niedrigster Energie, wenn er
existiert, die Energie Null haben. Ebenso muf fiir freie Teilchen mit Impuls
p und Masse m die Energie E = {/m2c* + p 2c? sein.

Es gibt eine durch die ganze Literatur durchgéngige Wahl, dem harmo-
nischen Oszillator die Grundzustandsenergie hw/2 zuzuordnen. Das wufite
Planck bei der Ableitung seiner Strahlungsformel, mit der im Jahr 1900 die
Quantenmechanik begann, schon besser: er ordnete Zustdnden mit n Photo-
nen die Energie nhw zu und nicht den Wert(n 4+ 1/2)hw, der mit relativi-
stisch kovarianter Beschreibung der Photonen unvertréglich ist.

Wir haben schon gesehen, dafl die Grundzustandsenergie unmef3bar ist,
man sollte daher iiber sie so verfiigen, dafl Berechnungen einfach und ins-
besondere daf sie endlich sind. Energien frei zusammengesetzter Systeme
sollten additiv sein. Es gibt in jedem Hohlraum unendlich viele Frequen-
zen w;y fiir Photonen. Ordnet man jeder Frequenz einen Beitrag hw;/2 zur
Grundzustandsenergie zu, so hat schon der Grundzustand ohne Photonen
unendlich viel Energie ) ; hw;/2 = oo.

Das Mifiversténdnis, die Grundzustandsenergie liege fest, beginnt in der
klassischen Physik. Die Wahl der Hamiltonfunktion

p* 1 2,2
H= m + 5 Mwx (6.25)
verfiigt {iber die klassisch nicht melbare Grundzustandsenergie so, dafl der
Zustand niedrigster Energie, der Punkt (x = 0,p = 0) im Phasenraum,
die Energie 0 hat. Diese Wahl macht den algebraischen Ausdruck fiir die
potentielle Energie V(x) einfach, man héatte aber genauso gut V(x) =
1/2 mw?x? — hw/2 wihlen konnen.

6.4 kanonische Quantisierung, Normalord-
nung

Das Mifverstdndnis, Grundzustandsenergie liege fest, setzt sich fort bei ka-
nonischer Quantisierung. Kanonische Quantisierung besteht darin, im alge-
braischen Ausdruck fiir die Hamiltonfunktion H(p,x) die Symbole p und
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x als hermitesche Operatoren P und X zu lesen, die die Heisenbergschen
Vertauschungsrelationen erfiillen. So erhélt man zum Beispiel aus der
Hamiltonfunktion des eindimensionalen, harmonischen Oszillators den Ha-
miltonoperator

P2 1
HOszillator = R + zmeXZ . (626)

Er hat Eigenwerte (n + 1/2)hw.

So einfach kanonische Quantisierung ist, sie ist nicht einmal definiert: sie
ist keine Abbildung von Phasenraumfunktionen H(p, x) auf Operatoren. Das
Ergebnis kanonischer Quantisierung héngt nicht nur von der Phasenraum-
funktion H(p, x) ab, sondern von der Schreibweise der Funktion.

Mit xo = \/% und mit komplexen Phasenraumkoordinaten

(X Lop) (6.27)

1 Al
2 2% h

a=—(—+ 1y ), al=
kénnen wir die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators als Betrags-
quadrat schreiben.

H = hwa'a (6.28)

Quantisieren wir die Hamiltonfunktion in dieser Schreibweise, werden a und
a' Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren (4.33) und der zu (6.28) gehorige
Hamiltonoperator hat Eigenwerte nhw (Kapitel 4.5).

Schreiben wir die Hamiltonfunktion als H = hw((1 — A)afa + Aaal)
mit beliebigem A R, so erhalten wir bei kanonischer Quantisierung jede
Grundzustandsenergie Ahw, die wir wollen.

Unabhéngig vom Wert der Grundzustandsenergie erfiillt der Grundzu-
stand die Gleichung a¥y = 0, die fiir die Ortswellenfunktion

(X 4 x0d)Wo(x) = 0 (6.29)
X0

besagt. Die Grundzustandswellenfunktion des harmonischen Oszillators ist

eine Gaulfunktion

XZ

Polx) = (mHxg?) e 2%8 . (6.30)

Das Ergebnis kanonischer Quantisierung und insbesondere die Grundzu-
standsenergie hangt von der Schreibweise der klassischen Hamiltonfunktion
ab. Kanonische Quantisierung ist also keine Abbildung von Phasenraumfunk-
tionen auf zugehorige Operatoren.
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Es gibt allerdings eine andere, sehr einfache Quantisierung, die analy-
tischen Phasenraumfunktionen H Operatoren zuordnet: die Normalordnung
: H: . Die Normalordnung ist linear

cciHy +coHp: = ¢1:Hy:+ c2:Hy:, 1 1:=1 (6.31)
und ist fiir Monome in a, af rekursiv erklirt
:aH: =:Ha:=:H:a, :a'H:=:Hal:= a':H: . (6.32)

Das Argument der Normalordnung besteht aus kommutierenden Pha-
senraumvariablen, das Ergebnis der Normalordnung von Monomen ist ein
Produkt von Erzeugungsoperatoren al und Vernichtungsoperatoren a, wo-
bei die Erzeuger links und die Vernichter rechts stehen. Die Definition der
Normalordnung erweitert man leicht auf mehrere, verschiedene Erzeuger af{
und Vernichter a;, solange die Reihenfolge der Erzeuger und die Reihenfolge
der Vernichter irrelevant ist

[ai) a)] - 0 ) [aI) aI] — O, [ai, aI] = 5]1 . (633)

Das Argument der Normalordnung besteht aus kommutierenden Gréflen,
denn wenn das Argument ein Produkt von H;, H, und Hj ist, so gilt

ZH1H2H3Z = ZH2H1H3Z: IHzHgH]I . (634)

Dann kann fiir das Argument der Normalordnung keine Operatoridentitét
wie XP — PX = ih (5.30) gelten, denn die Normalordnung von XP — PX
verschwindet.

Normalordnung ist linear, aber die Normalordnung eines Produkts von
Faktoren ist nicht das Produkt der normalgeordneten Faktoren.

:HiH,: = :H;: :Hy: (6.35)

Dies ist erwiinscht. Ansonsten wiirden wegen (6.34) alle normalgeordneten
Operatoren kommutieren im Gegensatz zur Heisenbergschen Vertauschungs-
relation (5.30).

Normalordnung von (6.25) fithrt zu verschwindender Grundzustandsener-
gie. Aber Normalordnung ist eine willkiirliche Vorschrift zur Quantisierung.
Leider héngt sie von den verwendeten Phasenraumkoordinaten ab. Nicht
quantisierte physikalische Systeme lassen sich durch kanonische Transforma-
tionen in andere, dquivalente Form bringen. Die Quantisierung der verschie-
denen, klassisch dquivalenten Formen fiihrt aber zu quantenmechanischen
Modellen, die nicht dquivalent sind.

95



Die Enttduschung dariiber, dafl es keine willkiirfreie Quantisierung gibt,
hélt sich bei mir in Grenzen. Es muf3 keinen Zusammenhang von klassischen
Systemen und quantisierten Systemen geben. Das hiele doch, dafl man einem
klassischen System, also dem quantisierten System nach Vernachléssigung
der Quanteneigenschaften, das zugrunde liegende Quantensystem ansehen
kann. Kanonische Quantisierung leitet die Intuition, welche Quantentheorien
man untersuchen solle. Ob aber ein wie auch immer konstruiertes quanten-
mechanisches Modell richtig ist, entscheidet sich daran und nur daran, ob
die Konsequenzen des quantenmechanischen Modells mit den Beobachtun-
gen iibereinstimmen.

6.5 Zustandsreduktion

Unter den Axiomen, denen quantenmechanische Systeme zu geniigen haben,
findet man bei vielen Autoren die Zustandsreduktion, dafl ndmlich als Er-
gebnis der Messung mit einem idealen Meapparat A das gemessene System
augenblicklich in den zum angezeigten Meflwert gehtérenden Eigenzustand
iibergeht.

Das Axiom fiihrt auf scheinbare Widerspriiche wie das Einstein-Rosen-
Podolsky-Paradoxon oder Zenons Paradoxon. Es kann durch unspektakulére,
physikalische Analyse des Meflapparates ersetzt werden.

Blenden wir in Abbildung (1.1) alle Strahlen, die zu Mefiwerten a;, as, ...
gehoren, aus, und betrachten wir Messungen am verbleibenden Teilstrahl ay.
Wir haben auf diese Art aus Quelle, Strahl und Apparat eine neue Quelle
konstruiert. Welche Eigenschaften der in dieser Quelle préparierte Zustand
hat, hangt vom MefBapparat ab und sollte nicht axiomatisch gefordert wer-
den. Zum Beispiel beeinflu3t es nicht die Strahlaufspaltung, wohl aber nach-
folgende Messungen, wenn am Ausgang einer Stern-Gerlach-Apparatur ein
homogenes Magnetfeld quer zur Richtung, in der die Strahlen aufspalten, die
Spins der auslaufenden Teilchen dreht. Ohne die Anzeige des Melapparates
zu dndern, kann man den Zustand &ndern, der nach der Messung préapariert
ist.

Man kann natiirlich die Bezeichnung ,,idealer Meapparat® auf Melappa-
rate beschrianken, die Eigenzustdnde zur erneuten Messung mit einem zwei-
ten, baugleichen Meflapparat préaparieren. Dann dient aber Zustandsreduk-
tion als Bezeichnung fiir eine Klasse von Meflapparaten. Bei jedem realen
MefBapparat mufl man messen, ob er Eigenzusténde fiir eine zweite Messung
mit einem baugleichen Meflapparat préapariert.

Welcher Zustand nach der Messung vorliegt, hdangt vom experimentellen
Aufbau ab. Werden alle Ausgénge eines Meflapparates, der Eigenzustande fiir
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eine erneute Messung prépariert, nach der Messung zu einem neuen Strahl
zusammengefafit und bestehen keine festen Phasenbeziehungen zwischen den
Zustanden nach der Messung, so ist der zusammengefafite Strahl ein Gemisch

PAY = ZW(GMW)\/\L Ail (6.36)

In dem derart gemischten Strahl ist die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir,
den Meflwert a; zu erhalten, wenn zuvor schon a; gemessen wurde, Eins.
Die Reduktion der Ereignismenge auf diejenigen Ereignisse, bei denen schon
bei der ersten Messung a; gemessen wurde, ist die Zustandsreduktion. Die
Zustandsreduktion kann beliebig lange nach den Messungen vorgenommen
werden, wenn nur die Meflergebnisse aufgezeichnet wurden. Sie kann augen-
blicklich erfolgen, sobald ein Meflergebnis bekannt ist. Sie kann sogar riick-
wirkend erfolgen: ist das Ergebnis der zweiten Messung bekannt und das der
ersten nicht, so kann man das Ergebnis der fritheren Messung vorhersagen
und spéter durch die MeBaufzeichnung bestétigen.

Bei manchen, einfach nachvollziehbaren Meflanordnungen kann man die
Phasenbeziehungen zwischen den Strahlen kontrollieren, die zu den verschie-
denen MeBwerten a; gehoren. Der aus den zugehorigen Teilstrahlen kombi-
nierte Gesamtstrahl hingt dann empfindlich davon ab, wie er aus den Teil-
strahlen kombiniert wurde. Im Extremfall, zum Beispiel beim Doppelspalt,
kann aus den verschiedenen Teilstrahlen ein reiner Zustand zusammenge-
setzt werden, dessen Anteile miteinander interferieren. Falls die Mewerte a;
abgelesen werden kénnen, werden die Phasenbeziehungen zwischen den zu-
gehorigen Teilstrahlen unkontrollierbar und der zusammengefafite Strahl ist
das Gemisch (6.36).

Viele MeBapparate préparieren nicht Eigenzustéinde zur erneuten Mes-
sung. Dies gilt insbesondere bei jeder Messung der Zahl von Photonen, die ei-
ne Detektorflache innerhalb einer Nachweisdauer durchstrémen: Photoschich-
ten und Photomultiplier zdhlen Photonen, indem sie sie vernichten.

Der Meflapparat wird in Abbildung (1.1) als ein Apparat mit Eingang und
Ausgang idealisiert. Das Durchlaufen des Apparates und das Auftrennen in
verschiedene Teilstrahlen braucht Zeit, die vom inneren Aufbau des Appara-
tes abhéngt. Bei keinem Apparat verschwindet, wie bei Zenons Paradoxon
unterstellt, diese Meldauer. Die Messung ist nicht instantan. Die gedankli-
che Idealisierung, dafl die Zeit zwischen Beginn der Messung und Ablesen des
Mefergebnisses beliebig klein gehalten werden kann, ist im Widerspruch zur
quantenmechanischen Unschérferelation (9.10) AtAE  h/2.
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6.6 Zeitentwicklung im Zweizustandssystem

Die Zeitentwicklung im Zweizustandssystem ist einfach genug, um bei zeit-
unabhéingigem Hamiltonoperator eine Ubersicht iiber die Zeitabhingigkeit
der Wahrscheinlichkeit fiir Mewerte an allen physikalischen Zustédnden und
fiir alle MeBlapparate zu geben.

Wir verwenden zur Diskussion die Eigenbasis des Hamiltonoperators.
Dann ist er diagonal und hat in jedem Fall die Form

_(E; 0
H_<0 Ez) E,E, R. (6.37)

Wir wéhlen die Eigenzustdnde Aj, 1 = 1,2, von H zeitunabhéngig, dann
erfiillen die Komponenten {i(t) = A;W(t), 1= 1,2, die folgende, entkop-
pelte Schrédingergleichung

mit der Losung

Pi(t) = 1 (0)e "B, Py(t) = Py(0)e REE . (6.39)

Die Wahrscheinlichkeit, dal der erste MeBwert irgend eines MeBapparates
angezeigt wird, wenn zur Zeit t gemessen wird, betragt

w(t) =PI (t) + diba(t)]* . (6.40)

Hierbei sind ¢, ¢, die Komponenten des ersten Eigenvektors des Meflappa-
rates. Einfaches Rechnen zeigt, dafl w(t) die Form

w(t)=a+bcos(wt+a«), a b 0, w,xa R (6.41)

hat mit a = [Gpi1(0)1 + [p52(0)%, be'™ = 2¢1d511(0)*P2(0) und

w_El_EZ
= .

(6.42)

Die Wahrscheinlichkeit, dafl der erste MeBwert angezeigt wird, oszilliert
mit der Rabi-Frequenz w/27. Die Frequenz ist durch die Energiedifferenz ge-
geben. Absolute Energiewerte treten in der Zeitentwicklung mefbarer Groien
nicht auf.

Die Amplitude b der Rabi-Oszillation verschwindet, wenn ¥(0) oder der
Eigenzustand @ des Meflapparates Energieeigenzustand ist.
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Rabi-Oszillationen treten in physikalisch unterschiedlichen Situationen
auf, wenn fiir die Zeitentwicklung und die Messung nur zwei Zustédnde rele-
vant sind. In der Teilchenphysik heifit das entsprechende Phénomen Teilchen-
oszillation. Es wird an neutralen K-Mesonen und vermutlich an Neutrinos
beobachtet. In der Quantenoptik ist das Phéanomen eingedeutscht und heifit
,quantum beat®.

Wird nicht ein reiner Zustand sondern ein Gemisch p mit Eigenwerten p;
und Eigenzustidnden Y; vermessen, behélt die Rabi-Frequenz ihren Wert. Die
Parameter a, b und « sind a = pya; + p2a; und be!® = p;b1e!® 4 p,b,ei®?,
wobei aj, b; und oy zu ¥ = Y gehoren. Beriicksichtigt man, dafi. Y¢[Y, =0
ist, so sieht man, daf§ die Amplitude b der Rabi-Oszillation proportional
zur Differenz der Eigenwerte (p; — p2) ist. Sie nimmt also bei abnehmender
Polarisation ab.

6.7 Energiebinder

Wir untersuchen in eindimensionaler, spinloser Quantenmechanik das Spek-
trum (6.13) eines Hamiltonoperators mit periodischem Potential [2, Kapitel
XIII.16] mit Periodizitétslange 1

Vix+1)=V(x) x. (6.43)

Die Differentialgleichung (6.13) mit periodischer Funktion V(x) heifit Hill-
sche Differentialgleichung. Sie kommt in der Mechanik bei Schwingungen mit
periodisch zeitabhéngiger Frequenz zum Beispiel bei der Bahn des Mondes
vor.

Weil das Potential periodisch ist, vertauscht der Hamiltonoperator mit
der Verschiebung U, (5.26) um die Periodizitatslidnge

2 12 2 32
(HUW)(x) = (a4 V) U x) = (a4 Vi~
2 32
_ (_Zh—m% FV(x—Db(x —1) = (UHY)(x) . (6.44)

Der Hamiltonoperator und die unitdare Transformation U; kénnen demnach
gemeinsam diagonalisiert werden (4.24)). Die Verschiebung ist eine unitére
Transformation (5.26) mit komplexen Eigenwerten vom Betrag 1 (4.11). Die-
se Eigenwerte schreiben wir als e %' mit reellem k. Dann lautet die Eigen-
wertgleichung U_ Wy = e*'W

Pr(x + 1) = ™M (x) . (6.45)
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Diese Periodizitdatsbedingung der Wellenfunktion heifit unter Physikern
Blochsches Theorem, Mathematiker nennen sie Floquetsches Theorem. Sie
ist vertréglich mit der Energieeigenwertgleichung und kann zur Vereinfachung
der mathematischen Analyse verlangt werden. Aber sie besagt nicht, daf jede
Ortswellenfunktion im periodischen Potential bis auf eine Phase periodisch
ist. Als Gegenbeispiel denke man an das freie Teilchen mit verschwindendem
Potential. Das Potential V = 0 ist trivialerweise periodisch. Dennoch sind
die Wellenpakete, die freien Teilchen entsprechen, nicht periodisch, sie sind
aus periodischen Funktionen zusammengesetzt.

Die Eigenwertgleichung (6.13) ist eine reelle, lineare, homogene Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung fiir die Wellenfunktion 1(x). Daher héangt die
Wellenfunktion und ihre Ableitung bei x = 1 linear von den Anfangswerten
bei x = 0 ab. Fassen wir die Wellenfunktion und ihre Ableitung zu zwei
Komponenten eines Vektors u zusammen, so gilt mit einer Matrix A

_(bx)
u(x) = (wl(x)> : (6.46)
u(l) =Au(0) . (6.47)

Die lineare Abbildung A der Anfangswerte u(0) auf w(l) heifit Wiederkehr-
abbildung oder stroboskopische Abbildung.

Die 2 2-Matrix A ist reell, denn zu reellen Anfangswerten w(0) gehort
eine reelle Losung u(x).

a b

A=A :(C 4

), a,bc,d R. (6.48)

Die Matrixelemente der Matrix A sind differenzierbare Funktionen der Ener-
gie E, denn die Losung 1 (x) und ihre Ableitung hingt bei x = 1 differenzier-
bar von dem Parameter E der Differentialgleichung ab.

Aus der Eigenwertgleichung folgt unmittelbar, dafl der quantenme-
chanische Strom, die Wronski-Determinante, x-unabhéngig ist

2mi,

T =9 0b = o — i = ul () Tu(x), mit 1= (—01 3)) ’

ax(uT(x)Iu(x)) =0. (6.49)

Insbesondere hat uf(x)Tu(x) fiir x = 0 und fiir x = 1 denselben Wert. Daher
gilt fiir alle Anfangswerte u = u(0)

(Aw)TAu=ulTu u (6.50)
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und daher
AMTA =1. (6.51)

Diese Matrixrelation ist fiir reelle 2. 2-Matrizen A genau dann erfiillt, wenn
die Determinante den speziellen Wert 1 hat.

ad —bc =1 (6.52)

Die Matrix A ist aus der Gruppe der speziellen linearen Transformationen
von zweidimensionalen reellen Vektorrdumen.

A SL(2,R) (6.53)

Die Eigenwerte von A

a+d a-+d\2
Ma=—5— ( 5 ) =1 (6.54)
sind reell, falls |trA| = |a + d| 2 ist. Wegen det A = 1 sind sie zueinander

invers und der Betrag von einem der reellen Eigenwerte ist grofler gleich 1.

trAl 2= A =A] = 1 (6.55)
Az
Losungen u(x), die zu Eigenwerten mit |[A| > 1 gehoren, wachsen fiir x — oo
wegen u(x + nl) = A™u(x) exponentiell an. Die zum anderen Eigenwert
A> = A7 gehorige Losung wichst wegen us(x—nl) = A, ™Mu(x) fiir x — —oo.
Aus solchen Losungen lassen sich keine normierbaren Wellenpakete zusam-
mensetzen.
Falls der Betrag der Spur von A kleiner als 2 ist, sind die Eigenwerte
komplex, zueinander konjugiert und wegen det A = 1 vom Betrag 1

|tI‘A| <2=MA= }\z, |7\]‘ =1. (656)

Die Periodizitatsbedingung (6.45) besagt, dafi die Eigenfunktion 1 (x) zu
Eigenvektoren der Matrix A mit Eigenwerten e'*' gehort

aay (W(0)Y _
(A— o) <1b’(0)) —0. (6.57)

Dies schrankt die Energie E auf Bénder ein, fiir die [tr A(E)] 2 gilt, fiir
die also die Eigenwerte von A auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene
liegen.
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In der Umgebung der Bandkante, zum Beispiel bei trA = 2, hat A die

Form
_[(a D x B
A_<c 2_a>—|—6E (y 6) . (6.58)
Dabei ist 6E die Abweichung der Energie von der Bandkante, die Matrixele-
mente b und c sind durch det A = 1 eingeschriankt bc = —(1 — a)?, und «,

[, v und 0 sind die Ableitungen der Matrixelemente a, b, ¢ und d nach der
Energie. Hat |[trA| — 2 einen Nulldurchgang und ist diEtrA =a+d =0, dann
variieren die Eigenwerte in einer Umgebung der Bandkante in niedrigster
Ordnung in (6E)% mit

Moo 1. (/SE(oc+ 8)sign(trA) . (6.59)

An der unteren Bandkante ist (o + 8)sign(trA) < 0 und Energien oberhalb
der unteren Bandkante fithren zu komplexen Eigenwerten e®* 1 ikl
Lost man hier nach der Energie als Funktion von k auf, so erhélt man am
unteren Ende der Bandkante in niedrigster Ordnung

h*k? R d

M +... mit M= ZTZ\d—EtrA\ . (6.60)

E(k) = E(0) +

Dies ist die Energie-Impulsbeziehung eines Teilchens mit effektiver Masse M.
Wichst mit der Energie im erlaubten Band der Wert von |k| an, so erreicht
er bei k = 7 die obere Bandkante. Hat dort |trA| — 2 einen Nulldurchgang

und ist x4+ = 0, so verschwindet dort die Ableitung ‘;—E und die Kriimmung
d’E

Tz 1st negativ

dE d%E d
— =0, — = 2V ——trA| . 6.61
dk sz dk? otz dE (6.61)

Innerhalb jedes Bandes ist k(E) eine monotone Funktion. Dies sieht man,
wenn man die Eigenfunktion von (6.13) und (6.45) als Produkt von e** und
einer periodischer Funktion uy(x + 1) = uy(x) schreibt.

P (x) = \/;eik"uk(x) (6.62)

Die Eigenwertgleichung lautet dann

hk2
2m

_ —h*d? hk( d
S 2mdx2 m

—ih——)+V(x) . (6.63)

H(k)uy = (E— -

Jwe, H(K)
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Der Hamiltonoperator H(k) wirkt als hermitescher Operator auf l-periodi-
sche Funktionen u und v, deren Skalarprodukt durch

Culy = Jldxu*(x)v(x) (6.64)
0

definiert ist; dies sind Ortswellenfunktionen auf einem Kreis mit Umfang L.
Innerhalb eines Bandes ist k(E) eine differenzierbare Funktion, denn k ist

eine differenzierbare Funktion (6.54) der Matrixelemente von A, die wiederum
w22
2m

differenzierbar von E abhéngen. Differenzieren wir den Eigenwert E —
von H(k) nach E, so erhalten wir wegen (4.80) fiir normierte u, und mit

. d
Puy(x) = —1h&uk(x) (6.65)
Rk dk dH(k)  dk h dk
- = — U —— = Pu, —— . )
modE g Wege T e e (6.66)
Diese Gleichung schlieffit Nullstellen von S—IE aus, denn das Matrixelement

u|Puye ist endlich. Es ist uy(x) differenzierbar, wenn das Potential V nicht-
singulédr ist, und das Skalarprodukt ist ein Integral {iber ein endliches In-
tervall, also ist das Matrixelement endlich. Daher ist k(E) innerhalb eines
Bandes invertierbar und die Energie ist eine strikt monotone Funktion von k
zwischen k =0 und k = 7.
Die Gruppengeschwindigkeit von Wellenpaketen

ow 1ok 1

e = 22 19 _ L (i p .
Vo = 0 = gk T e P (6.67)

setzt sich zusammen aus dem Impuls, der vom Faktor e!** getragen wird und
dem Impulserwartungswert innerhalb des Periodizitétsintervalls. Fiir Werte
in der Nédhe der unteren Bandkante ist er proportional zu k

W fPuy = ’hk(% 1)+ 0O(K3), (6.68)
an der oberen Bandkante kompensiert er den Impuls von e**
T
. uz|Puz = — u_£|Pu_z =—h—. (6.69)
1 1 1 1

l

Die Funktionen uy sind periodisch und lassen sich deshalb als Fourierreihe
darstellen.

w(x) = Z Crel™ T (6.70)
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Die zugehorigen Eigenfunktionen 1y (x) = 4/ Zlnelk"uk( ) mit —F k7§
sind daher beziiglich k kontinuumsnormiert, wenn die Wellenfunktionen w;
im Periodizitatsintervall normiert sind.

W Wy = zlﬂ de (eikx Z CnejnZT“x)*(eik’x Z ¢ eisz“X)

27
o P o
=1 E cre Ok —k+ (m n)—1 )

= lchcn K —k) = weul d(k' —k) . (6.71)

Gehoren die Wellenfunktionen zum selben Band, so stimmen uy und uj_ iiber-
ein und mit wfu, =1 folgt

W Wy = 8(K — k) . (6.72)

Gehoren die Wellenfunktionen zu verschiedenen Béndern, so sind sie ortho-
gonal, weil bei verschiedenen Béndern und gleichem k die Eigenzustande wuy
und u} zu (6.63) mit verschiedenen Eigenwerten E — ™ > orthogonal zuein-
ander sind.

Hat an der Bandkante [trA| — 2 einen Nulldurchgang, so gibt es zwischen
den Biandern Liicken. Diese Liicke verschwindet, wenn |trA| = 2 ein lokales
Maximum ist.

Zu jedem Energiewert im Band gehoren zwei Eigenwerte e'*' und e~
Die Dispersionsrelation E(k) = E(—k) ist also eine gerade Funktion.

Betrachtet man einen festen Eigenwert /' = 1 der Verschiebung (6.45),
so gehoren dazu abzdhlbar viele Energieeigenzustédnde mit nichtentarteten
Energien. Diese Eigenzustéinde gehoren zu den verschiedenen Béndern. Beim
Eigenwert ' = 1 ist die Energie nur dann entartet und dann zweifach
entartet, wenn A(E) = 1 ist.

ikl
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Kapitel 7

zusammengesetzte Systeme

7.1 Produktraum

Héufig ist ein quantenmechanisches System aus identifizierbaren Teilen zu-
sammengesetzt, zum Beispiel aus zwei verschiedenen Teilchen, deren Eigen-
schaften getrennt gemessen werden kénnen. Dann ist der Hilbertraum = ein
Produktraum

=, (7.1)

und besitzt eine Orthonormalbasis Aj o = Ay Ay, wobei 1 eine Orthonormal-
basis A; von . 7 und « eine Orthonormalbasis A, von = ; abzahlt. Zustande
Y im Produktraum haben Komponenten

1l)i,oc - /\i,cxml (72)

Konnen die Komponenten 1 « als Produkt ujv4 geschrieben werden, hat
also die Matrix {; « den Rang 1, so ist ¥ =u. v ein Produktzustand mit
u=) ;Auyundv =3}  Agvy Allgemeiner sind Zusténde in Produktréu-
men Summen von Produktvektoren. Zusténde, die keine Produktzustéinde
sind, nennt man verschrinkte Zustande. Alle Mehrteilchenzustinde identi-
scher Bosonen oder Fermionen, die wie zum Beispiel Slater-Determinanten
(5.66) aus verschiedenen Einteilchenzustinden zusammengesetzt sind, sind
verschréinkt.

Der Index 1 zéhlt Mefwerte a; am ersten Teilsystem ab, der Index o z&hlt
MeBwerte b, am zweiten Teilsystem ab. Représentiere der Operator A einen
Mefapparat, der das erste Teilsystem vermifit, der also 7 auf 1 abbildet,
und représentiere B einen MeBapparat des zweiten Teilsystems, dann ist ihr
direktes Produkt A. B durch die Matrixelemente

(A Bliajp=AiBap (7.3)
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definiert. Sie wirken auf Produktzustanden w. v durch
(A B)(u. v)=(Au) (Bv) (7.4)

und sind auf Summen von Produktzustinden, auf verschrinkten Zustinden
also, durch Linearitét erklért.

Operatoren des zusammengesetzten Systems. ;. . , von der Form A= 1
entsprechen den Messungen am ersten Teilsystem, die Operatoren von der
Form 1. B den Messungen am zweiten Teilsystem

(A ]]-)Ai,oc = ai/\i,oc X, (]]_ B)Ai,oc = boc/\i,oc 1. (75)

Ihre Mefiwerte sind entartet, der Entartungsgrad jedes Eigenwerts a; von
A 1 ist ein Vielfaches der Dimension von . ,, der Entartungsgrad der
Eigenwerte b, von 1. B ist ein Vielfaches der Dimension von = ;.

7.2 Addition von Drehimpulsen

Betrachten wir das quantenmechanische System, dafl von zwei Spin-1/2-
Teilchen gebildet wird, die sich einfachshalber nicht bewegen kénnen. Der
Hilbertraum der Einteilchenzustdnde wird dann einfach von Basiszustdnden
As und A| aufgespannt. Eine Basis des Produktraumes der Zweiteilchenzu-
stande ist

Aty Mauy Ay Ay (7.6)

Die Basis ist so gewahlt, da3 die Spinoperatoren fiir das erste und zweite
Teilchen S; und S, durch Multiplikation mit den Paulimatrizen wirken.

= h - h
S]/\ij = z/\k]’G}d, SZ/\ij = E/\ikﬁkj . (77)

Alle Spinoperatoren des ersten Teilchens vertauschen mit allen Spinoperato-
ren des zweiten Teilchen.

[S1a>82b] =0 Cl,b. {1>2)3} (78)

Daher sind die Summen S, = S74 + S24 Komponenten von Drehimpulsope-
ratoren, die die Drehimpulsalgebra (4.45) erfiillen.

[Sa, Sb] = ihEabCSC (79)
Das Spektrum von Sz = S13 4 S, 3 1488t sich unmittelbar ablesen

S3ATT = h/\TT , Sg/\” =0 h/\u y 53/\” = OT‘L/\” , S3/\u = —h/\u .
(7.10)
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Demnach gehort Agr zu einem Drehimpulsmultiplett mit Gesamtspin s =1,
denn den Gesamtspin s kann man am hochsten S;-Eigenwert ablesen (4.59).
Ebenso gehort der Zustand A mit niedrigstem Sz-Eigenwert —h zu Ge-
samtspin s = 1. Den Zustand mit s = 1 und S3-Eigenwert 0 erhélt man
mit einem Faktor \/ T(1+1)—1(1=1) = 2 (4.48) durch Anwenden des
Leiteroperators S_ auf Ay

1.1 1.1
S A =(S1-+82 )N = \/E(z +1)— z(z — DA+ Ay (711)
1
Nsctss=1 =Ny Asassm0= T(AH A, A=A

(7.12)

Diese drei Basisvektoren spannen ein Gesamtspin-1-Multiplett auf. Weite-
re Gesamtdrehinpulsmultipletts sind als Eigenzustéinde von S? senkrecht zu
diesem Gesamtspin-1-Multiplett, wenn sie zu anderem Gesamtspin gehoren,
oder kénnen senkrecht zu diesem Gesamtspin-1-Multiplett gewahlt werden.
Sie sind demnach in unserem Beispiel aufgespannt vom Zustand

i

5(An = A (7.13)

As:0,53 =0 —
Er ist S3-Eigenzustand zum Eigenwert 0. Da der Gesamtspin in einem Dreh-
impulsmultiplett am hochsten und am niedrigsten Ss-Eigenwert ablesbar ist,
gehort dieser Zustand zu Gesamtspin 0. Dies kann man leicht nachpriifen,
denn S3, S, und S_ verschwinden auf diesem Zustand.
Die Zustédnde As—o ;-0 und As_; ;-0 sind verschrankt.

7.3 unabhingig zusammengesetzte (Gemische

Gemische p von zusammengesetzten Systemen sind unabhéngig zusammen-
gesetzt, falls fiir alle Messungen A 1 am ersten Teilsystem und fiir alle
Messungen 1. B am zweiten Teilsystem gilt

w(ai, by, p) =wila, p)  wa(ba, p) . (7.14)

Hierbei ist w(ai, by, p) die Wahrscheinlichkeit, daf a; und b, gemessen wird,
wilai, p) = ) ,wlai, by, p) die Wahrscheinlichkeit, da8 a; gemessen wird,
und wy(bg, p) = ) ;w(ai, by, p) die Wahrscheinlichkeit, da8 by gemessen
wird. Ist ein Gemisch nicht unabhéngig zusammengesetzt, so nennen wir die
Teilsysteme korreliert.
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Analysieren wir, was es mathematisch bedeutet, dafl Systeme unabhéngig
zusammengesetzt sind. Die Wahrscheinlichkeiten sind durch Hauptdiagonal-
elemente AlpA (3.1) gegeben. Die Bedingung (7.14) muf fiir alle A gelten,
die Eigenzustand eines Operators A 1 und eines Operators 1 B sind,
daher muf} (7.14) fiir alle A gelten, die Produktzustéinde w v sind.

WVEPLa 5,8WVE = U’{(Z Pioc oW V&(Z Pio i,3)Vp (7.15)
o i

Beide Seiten der Gleichung sind Bilinearformen in u und in v und sind fiir
alle u und v genau dann gleich, wenn das Gemisch ein direktes Produkt von
Gemischen ist.

Punabhingig = @\ 6 (716)

Pia jp = (P)y(P)ap mit (P)y = Z Pi j,o und (Plap = Z Pia ip (7.17)

Nur bei unabhéngig zusammengesetzten Systemen gibt es keine Korrela-
tionen von Wahrscheinlichkeiten fiir Meflwerte am ersten und am zweiten
Teilsystem. Dann kann man sich auf ein Teilsystem beschrinken und es in sei-
nen Eigenschaften isoliert vom zweiten Teilsystem analysieren. In Abbildung
ist zum Beispiel zunéchst zu priifen, ob die Zusammenfassung von zwei
Teilchen im Strahl zu einem Zweiteilchensystem nicht Korrelationen sicht-
bar macht, die bei einer Deutung, der Strahl enthalte wiederholt préaparierte
Einteilchenzusténde, nicht erfafit wird.

Sind die Systeme nicht unabhéngig zusammengesetzt, so sind Meflergeb-
nisse am ersten und zweiten Teilsystem korreliert. Im Extremfall kann man
nach Messung am ersten Teilsystem vorhersagen, was am zweiten Teilsystem
gemessen wird.

In der Formulierung ,,Durch die Messung am ersten Teilsystem wird die
zweite Messung festgelegt® erscheint solch eine Korrelation paradox, ins-
besondere wenn der Ausgang der ersten Messung am zweiten MeBapparat
unbekannt ist und sich nicht ausgewirkt haben kann. Mit der Bezeichnung
.Quantenteleportation® wird eine nichtklassische, iiberlichtschnelle Ubertra-
gung von Quanteneigenschaften suggeriert. Die Bezeichnung unterstellt, die
erste Messung sei Ursache fiir den zweiten Mefiwert. Tatséchlich kann sogar
riickwirkend, lange nach der ersten und der zweiten Messung aus dem Pro-
tokoll der ersten Messung erschlossen werden, was beim zweiten Meapparat
gemessen wurde.

Zustandsreduktion ist der Ubergang von Wahrscheinlichkeiten zu beding-
ten Wahrscheinlichkeiten. Sie findet augenblicklich und auch im Nachhinein
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statt, sobald der Ausgang der ersten Messung bekannt ist. Die erste Messung
verursacht aber nicht den zweiten Mefiwert. Die Korrelation der Me3werte
ergibt sich, weil die beiden Teilsysteme nicht unabhéngig hergestellt worden
sind.

Die Sprechweise, die erste Messung habe das Ergebnis der zweiten festge-
legt, widerspricht der Quantenmechanik. Die Quantenmechanik kennt keinen
Grund fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung (1.1) von Mefwerten. Gébe es
einen Grund und wére der MefSwert wie in der klassischen Physik vorher-
bestimmt, so wire der Zustand ¥ eine unvollstdndige Beschreibung des zu
vermessenden physikalischen Systems.

Zu den iiberraschenden Eigenschaften korreliert zusammengesetzter Sy-
steme gehort, dafl ein reiner, verschrankter Zustand W gemischt erscheint,
wenn man nur am ersten Teilsystem mifit. Unvollstdndige Messung wirkt wie
Unkenntnis des zu vermessenden Systems.

wila,¥) =) wlapbe,¥) =) | AW =) hio*  (7.18)

Bei allen Messungen am ersten Teilsystem erhélt man also Wahrscheinlich-
keitsverteilungen wie von der Dichtematrix

(P)y = Z Vi o] o (7.19)

Diese Dichtematrix entspricht nur dann einem reinen Zustand u des ersten
Teilsystems

D Pialhl, =un, (7.20)

wenn ¥ ein Produktzustand ist. Aus (7.20) folgt ndmlich mit der Definition
vg = ) ;ulpip und wegen der Normierung von ¥, dafl u und v normiert
sind. Zudem folgt aus (7.20) ZBII)-[BVE = u; und

> (ip — wvp) (fs — wjvy) = 0. (7.21)
B

Fiir 1 = j ist dies eine Summe iiber Betragsquadrate. Sie verschwindet nur,
falls Pi = UiV gilt, wenn also W =u v ein Produktzustand ist.
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Kapitel 8

Grundlagen der
Thermodynamik

8.1 Entropie

Fehlende Polarisation (4.74) oder GroBen wie 1 — (tr p?) konnen als Maf)
dafiir verwendet werden, wie sehr der préparierte Zustand von einem rei-
nen Zustand abweicht. Ein giinstigeres Maf} fiir die Unkenntnis iiber den
préaparierten Zustand ist die Entropie S. Sie addiert sich beim unabhéngigen
Zusammensetzen zweier Systeme, dndert sich nicht wéhrend der Schrodinger-
schen Zeitentwicklung und nimmt beim Mischen und bei zufélligen Storungen
zu.

Die Unkenntnis oder Entropie ist als Funktion der Eigenwerte p; der Dich-
tematrix definiert

—Zpilnpi =—trplnp . (8.1)

Die Funktion xInx ist fiir x = 0 stetig ergénzt und verschwindet dort. Die

Entropie ist nichtnegativ, da die Eigenwerte p; der Dichtematrix zwischen

Null und Eins variieren. Die Entropie eines reinen Zustands verschwindet.
Ist ein Gemisch unabhéngig aus zwei Teilen zusammengesetzt

p=p p, (8.2)

so sind die Eigenzusténde Produktzustinde T Yj von Eigenzustdnden der
Dichtematrizen p und p. Die Eigenwerte der zusammengesetzten Dichtema-
trix sind die Produkte der Eigenwerte der einzelnen Dichtematrizen

Py = Dib; Zp1:1 > p=1. (8.3)
j
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Daher addiert sich die Entropie unabhéngig zusammengesetzter Systeme.
S = =) pipn(pip;) =— ) (Pip;Inpi + Pip;In p3)
ij ij
= —(D )Y pilnpi— () 1)) Flnp=S+S (84
j i i j

Die Dichtematrix éndert sich im Laufe der Zeit (6.5), allerdings &ndern
sich nicht die Eigenwerte p; durch die Schrédingersche Zeitentwicklung. Uber-
tragt man in (4.80) angemessen die Notation, so folgt ndmlich aus (4.80), (6.5)
und der Eigenwertgleichung pY; = p; Yy, dal 9¢pi(t) = 0, denn in Eigenzu-
stdnden eines hermiteschen Operators p verschwindet der Erwartungswert
jedes Kommutators [H, p].

iho¢pi(t) =ih Yi|op(t)YV:y = Yil(Hp —pH)Yy = Yi[(Hpi —piH)Yy =0
(8.5)
Demnach bleibt die Entropie unveréindert, solange sich die Zusténde im Ge-
misch nach der Schrédingergleichung entwickeln.
Bei echtem Mischen von Gemischen wichst die Entropie. Ist ein Gemisch
p(A) aus verschiedenen Gemischen p und p, p = p, gemischt

oA)=Ap+(1—A)p mit O<A<T, (8.6)

so ist Entropie S(p(A)) um die Mischungsentropie grofier als die anteilige
Summe der Entropien.

S(p(A)) >AS(P) + (1 =A)S(p) . (8.7)

Bevor wir diese Behauptung zeigen, zwei Vorbemerkungen:

Wenn p = p und A = A ist, so ist auch p(A) = p(A).

Der Nullraum von p(A) hiangt fiir 0 < A < 1 nicht von A ab. Fiir jedes
gewahlte A verschwinden namlich im Nullraum von p(A) auch p und p und
demnach auch p(A').

AN+ (T—=ANPpA =0 =  AJPA =0und. AlpA =0
= PA=0und pA=0
Die erste Implikation folgt, weil A und (1—A) groBer Null und Hauptdiagonal-
elemente von Dichtematrizen nichtnegativ sind. Die zweite Implikation

gilt, weil Hauptdiagonalelemente = A|pA einer Dichtmatrix p nur verschwin-
den, wenn pA verschwindet (3.6).
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Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir fiir verschiedene Dichtematri-
zen p und p’, p . = p’, wobei p’ nichtverschwindende Eigenwerte habe, den
Hilfssatz

trplnp <trplnp. (8.8)

Werten wir ndmlich die Spur in der Eigenbasis Y von p aus und schieben wir
eine Zerlegung der Eins mit den Eigenzusténden Y% von p’ ein, so erhalten
wir
trp(lnp'—Inp) = Y  YipY} Yil(np' —Inp)Ys
i
= > | ViV [pi(In p} — In py)

Y

— Y Inm 201 ™ |
Pi

Y

Es gilt fiir positive x die Abschitzung Inx  (x — 1), wobei Gleichheit nur
fir x = 1 auftritt. Wenn die Matrizen p und p’ verschieden sind, gibt es
mindestens ein Paar von Eigenwerten p} und p;, pj = pi, mit Eigenvektoren
Y% und Y, deren Skalarprodukt nicht verschwindet.

Also folgt der Hilfssatz

trp(lnp' —Inp) < ) | Ty} |2pl : Z\ YUY P (0f — i) =

i
=3 Y Y7 =) Yg|pm. YY) =trp —trp=0.
ij ij
Wenn p. = pund 0 < A < 1ist, soist auch p = p(A) = p. Wir verwenden
den Hilfssatz, wobei wir fiir p’ die Dichtematrix p(A) einsetzen und fiir p
die Matrizen p und p. Dabei nehmen wir die Spur iiber den Unterraum, der

orthogonal zum Nullraum von p(A) ist.
Aus dem Hilfssatz folgen dann die Ungleichungen

trpln(Ap+ (1 —A)p) < trplnp, (8.9)
trpln(Ap+ (1—A)p) < trplnp. (8.10)

Multiplizieren wir Ungleichung (8.9) mit A, 0 < A < 1, und Ungleichung
(8.10) mit (1 — A) und addieren wir, so erhalten wir

tr(AD+ (1= A)p) AP+ (1= A)p) < Atrplnp+ (1 —A)trplnp (8.11)
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Drehen wir schliefllich das Vorzeichen um, so erhalten wir fiir die Entropie
von Mischungen von p mit p, p. = p, flir 0 <A < 1

S(p(A)) > AS(p) + (1 =A)S(p) . (8.12)

Die Entropie eines Gemisches ist grofler als die anteilige Summe der Entro-
pien der Bestandteile. Entropie nimmt durch Mischen zu.
Ar—A A—N\

}\2_7\15(9(7\1)) VDY

S(p(A)) > S(p(A2)) (8.13)

Das Gemisch p(A) 148t sich aus Gemischen p(A;) und p(A;) mit benach-
barten Mischungsparametern 0 A; <A <A, 1 mischen.

A —A A—A
=2 Co(A) + ‘

A) —
PN =33, A — A

p(A2) (8.14)

Demnach ist die Entropie S(p(A)) eine konvexe Funktion des Mischungspa-
rameters A.

S(p(A))

A

Abbildung 8.1: Entropie als konvexe Funktion des Mischungsparameters

Zufallige Storung der Zeitentwicklung ist ein Mischprozefl und erhéht die
Entropie. Stellen wir uns in Abbildung (1.1) vor, daf8 die Teilchen im Strahl
durch ein unvollkommenes Vakuum fliegen, und beriicksichtigen wir nur die
beiden Alternativen, dafl mit Wahrscheinlichkeit A kein Atom des Restgases
den Strahl stort und daff mit Wahrscheinlichkeit (T —A) ein Atom den Strahl
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stort. Bezeichnen wir die Gemische, die sich ohne und mit Stérung entwickeln
als p und p, so liegt am Eingang des MeBapparates das Gemisch Ap+(1—A)p
vor, falls die Storung durch das Restatom zufillig, also unabhéngig von der
Praparation in der Quelle, erfolgt.

74



8.2 Gleichgewicht

Wenn in Abbildung (1.1) das zu vermessende System vor der Messung wie-
der und wieder gestort worden ist, hdngen die Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen der MeBlwerte w(ay, p(t)) nicht mehr davon ab, wann gemessen wird.
Nach der von-Neumann-Gleichung (6.5) vertauscht in solch einer Situation
die Dichtematrix p mit dem Hamiltonoperator

ihop(t) =[H,p] =0 (8.15)
und beide haben gemeinsame Eigenzustinde Az
H/\i = Ei/\i> p/\l = pi/\i . (816)

Da bei jeder vorhergehenden Stérung die Entropie zugenommen hat, erwartet
man, solche Gemische p zu finden, in denen die Entropie so grofl wie moglich
geworden ist. Solche zeitunabhéngige Gemische, deren Entropie so grofi wie
moglich ist, definieren thermodynamisches Gleichgewicht.

Wird zum Beispiel Energie des Gemisches mit der Umgebung so ausge-
tauscht, dal der Mittelwert den festen Wert E hat, so ist im thermodyna-
mischen Gleichgewicht die Entropie als Funktion der Eigenwerte p; maximal,
wobei die Eigenwerte p; den Nebenbedingungen ) ;p; =1und )} ;piEi= E
unterworfen sind. Wir beriicksichtigen die Nebenbedingungen mit Lagrange-
schen Multiplikatoren « und 3 und maximieren

S=-> pjlnpi+a(1—) p)+BLE =) pEy). (8.17)
j j j

Ableiten nach o« und 3 ergibt die Nebenbedingungen und Ableiten nach p;
fithrt auf

O0=—(Inp;+1)—a—PE;. (8.18)
Demnach ist p; durch die Boltzmannverteilung gegeben.
o BE
PBoltzmann = ——— (8.19)

Den Normierungsfaktor bestimmt man aus der Nebenbedingung ) ;p;i = 1.
Z ist die Zustandssumme.

Z(B)=) o PE (8.20)

Die Zustandssumme ist die Laplacetransformierte der Dichte der Energie-
eigenzustiande. Der Parameter 3 ist die inverse Temperatur

1
=1 (8.21)
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die man aus der Nebenbedingung ) ;piEi = E als Funktion des Energie-
erwartungswertes . E implizit bestimmen kann.

1 1
E=) pEi=5) o PRE=—20p) o Ph=—0;InZ(B) (8.22)

Der Logarithmus der Zustandssumme als Funktion von 3 ist eine Funktion,
deren Ableitung den Energieerwartungswert bestimmt.
Die Entropie der Boltzmannverteilung héngt eng mit der Zustandssumme
und dem Energiemittel zusammen.
eiﬁEl

S=-) plupi=-) ———(-BE-~mZ)=p E+Z (823

Mit der freien Energie F = E — TS gilt daher
Z=ecPF (8.24)

und die Boltzmannverteilung schreibt sich als
pr=e PETT (8.25)

Die Wahrscheinlichkeiten p; hdngen nur von Energiedifferenzen und nicht
vom absoluten Wert der Energie ab. Auch thermodynamisch ist der Wert der
Grundzustandsenergie irrelevant. Die Behauptung , Kaltes Helium verfestigt
sich nicht, weil die Grundzustandsenergie nicht verschwindet” ist falsch.

Wenn kein Wérmebad den mittleren Energieinhalt des Systems p ein-
stellt, fehlt in Gleichung (8.17) der Lagrangesche Multiplikator mit  und
die Uberlegungen laufen so ab wie mit p = 0. Die Entropie wird maximal
bei Gleichverteilung p; = 1/N, wobei N die Dimension des Hilbertraumes
ist. Daher hat die Entropie den Wert

S=InN. (8.26)

Ist die Dimension N unendlich, gibt es keinen Zustand maximaler Entropie.

Wichtige Spezialfdlle von Systemen im thermischen Gleichgewicht sind
der harmonische Oszillator und das Zweizustandssystem. W&hlt man eine
verschwindende Grundzustandsenergie, so lautet die Energieformel fiir den
harmonischen Oszillator

E.=m n=012... (8.27)

Fiir das Zweizustandssystem hat E,, dieselbe Form, aber n durchliduft nur
die Werte 0 und 1. Dies sind die Energien von freien, identischen Bosonen
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und Fermionen. = hw ist die Energie eines Teilchens. Ein Zustand mit
mehreren Teilchen hat die mehrfache Einteilchenenergie, da die Teilchen frei
sind. Das Pauli-Verbot verbietet n 2 bei Fermionen.

Die Zustandssumme des harmonischen Oszillators ist eine geometrische
Reihe,

00 1
— § —BEn _
ZBoson - € — 1_ ¢ BE (828)
n=0

die Zustandssumme des Zweizustandssystems ist so einfach, wie sie nicht

einfacher sein kann.
ZFermion =1+ eiﬁg (829)

Den Energieerwartungswert bestimmt man mit .

' E Boson — 666‘7—1 - E Fermion — W (830)

Kompliziertere Systeme bestehen oft aus mehreren, verschiedenen Boso-
nen und Fermionen, zum Beispiel aus Photonen mit unterschiedlichem Wel-
lenvektor 12, die wechselwirkungsfrei aus Teilsystemen zusammengesetzt sind.

Wir bezeichnen genauer ein System als frei zusammengesetzt, wenn der
Hilbertraum ein Produktraum . = . ;. . , ist und wenn der Hamilton-
operator H=H; 14 1. H; sich aus Hamiltonoperatoren der Teilrdume
zusammensetzt. Dann gibt es Energieeigenzustdnde A; «, wobei i eine Ba-
sis von = 7 und « eine Basis von =, abzihlt, deren Energie sich aus den
Teilenergien zusammensetzt.

Eio=Ei(1) + Ealx) (8.31)

)

Die Zustandssumme des Gesamtsystems ist in solch einem Fall das Produkt
der einzelnen Zustandssummen

7 — Z e BB (D)+E2(x)) Z e BE() Z e PR _ 7.7, ’ (8.32)
i,00 i [

und die Energieerwartungswerte addieren sich.

BE = E 4+ E; (833)
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Kapitel 9

Zerfall eines instabilen
Teilchens

9.1 Lorentzresonanz

Wir betrachten einen Hamiltonoperator mit kontinuierlichen Energien und
kontinuumsnormierten Energieeigenzustéinden Ag

HAep, =EAg, . AeplApy =8(E—E)S(p—p') . (9.1)

Die Variable p unterscheidet energieentartete Zusténde. Stellen wir Zustan-
de ¥(t), die die Schrodingergleichung erfiillen, als Linearkombination dieser
kontinuierlichen Basis dar, so hat ¥(t) folgende Form

‘i’(t):JdEdp/\Eypll)(E,p)e_%Et, P(E,p) = Ag,[¥(0) . (9.2)

Ein MeBapparat, der nachpriift, ob der normierte Anfangszustand ¥(0) vor-
handen ist, findet zur Zeit t diesen Zustand mit der Wahrscheinlichkeit

w(t) = la(t)?, (9.3)
a(t) = Y(O)W(t) = JdE F(E)2e wEt (9.4)

wobei wir die Bezeichnung
FIEP = [dp] Acyl¥(0) (9.5)

benutzen.
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Diese Wahrscheinlichkeit nimmt mit der Zeit t exponentiell ab, wenn es
sich bei dem Zustand um eine Lorentzresonanz handelt.

[T 1
F orentz E - a '+ + N . T M

Es sind Ey die Resonanzenergie und I' 0 die Breite der Resonanzkurve.
Allerdings sind Resonanzenergie und Breite nicht als Energieerwartungswert
H und Energieunschirfe AH definiert Diese Grofien divergieren, weil die
Funktion F(E) nicht schnell genug abfillt (vergleiche Abschnitt (4.2)). Es
erfiilllt W(t) = exp(—iHt/h)¥(0) die integrierte Schrodingergleichung, aber
W(t) ist zu keinem Zeitpunkt differenzierbar, HW(t). divergiert.
Man kann die Amplitude

() = JdE et (9.7)
QLorentz = 5 .
e T B2+

mit dem Residuensatz auswerten, weil man fiir positive (negative) Zeiten
den Integrationsweg in der unteren (oberen) komplexen Halbebene schliefen

kann, und erhélt
i it
aLorentz(t) - e_ﬁEOte_ﬁ . (98)
Es nimmt also die Wahrscheinlichkeit w(t), zur Zeit t > 0 die Lorentzreso-
nanz noch vorzufinden, exponentiell ab.

Wiorentz (1) =€ YT fiir  t>0 (9.9)
Die Lebensdauer ist die inverse Breite T = h/T", was als Unschérferelation
AtAE h/2 (9.10)

gelesen wird. Diese Unschiérferelation ist allerdings problematisch: AE diver-
giert und nicht t wird gemessen sondern die Eigenschaft, zur Zeit t noch die
Lorentzresonanz W¥(0) zu sein.

Die Breite I ist die Zerfallrate des exponentiell zerfallenden Zustandes

1 d
= —’hmaw(t) . (9.11)
Der Gleichung entnimmt man, dafl die Phase von P (E,p) ohne
Bedeutung ist. Dies ist verstdndlich, denn jede kontinuumsnormierte Basis
Agp = e!®(EPIAL U mit beliebiger, reeller Funktion ¢(E,p) hitte ebenso gut
verwendet werden konnen. Es gibt ndmlich, anders als bei Ort und Impuls,
keinen zum Hamiltonoperator konjugierten Operator T mit Vertauschungs-
relation [T, H] = ih. Solch ein Operator wére in einer Energiebasis T = ihog
und wiirde die relativen Phasen der Basis A ,, fixieren.
Ebenso ist das Vorzeichen von I' ohne Bedeutung, wie man an (9.7)) sieht.
Die Zerfallsrate ist |T'].
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9.2 Abweichungen vom exponentiellen Zer-
fall

Streng genommen gibt es keine Lorentzresonanz, weil jeder realistische Ha-
miltonoperator ein nach unten beschrénktes Spektrum hat (P(E,p) = 0 fiir
E < Eun), und weil der Energieerwartungswert endlich sein muf}. Die Lo-
rentzresonanz ist also fiir kleine und grofle Energien unrealistisch. Es gibt
auch streng genommen keinen exponentiellen Zerfall.

Es gibt keine Zusténde, die der differentiellen Schroédingergleichung
iho ¥ = HVY geniigen und die zu allen Zeiten einem exponentiellen Zer-
fallsgesetz geniigen. Es ist ndmlich w(t) eine Wahrscheinlichkeit, die diffe-
renzierbar ist, wenn W(t) differenzierbar ist, und die zur Zeit t = 0 maximal
ist, w(0) = 1. Daher verschwindet dann ihre Zeitableitung

d
Sw(t), =0 (9.12)
und exponentieller Zerfall ist fiir kleine Zeiten ummoglich.

Alle Abweichungen vom exponentiellen Zerfall beruhen darauf, dafl die
Zerfallsprodukte wieder den urspriinglichen Zustand aufbauen. Dies sieht

man mit folgender Zerlegung der Amplitude
alt+t) = YO)I¥(t+t) = WO)e wHe wHY(Q) . (9.13)
Schiebt man zwischen die e-Funktionen eine Zerlegung der Eins

1 =[¥(0) YO)+ ) [Tu Yul, (9.14)

wobei die Zustdnde Y, den Anfangszustand W(0) zu einer Orthonormalbasis
ergianzen und fiir die Zerfallsprodukte stehen, so sieht man

alt+t) =aa(t)+ Y WO)e =Y,y Yoo mW(0) . (9.15)

Der letzte Term ist die Amplitude fiir Zerfall und Wiedererzeugung des An-
fangszustandes. Verschwénde dieser letzte Term, so ergébe sich die Relation
a(t+t') = a(t)a(t'), aus der exponentieller Zerfall folgte. Da die Zerfallspro-
dukte den Ort des Geschehens verlassen und da dabei ihre Dichte abnimmt,
sollte man bei lokalen Wechselwirkungen vermuten, dafl Abweichungen vom
exponentiellen Zerfall nur bei Zeitauflosungen zu beobachten sind, die klein
gegen die Flugdauer sind, innerhalb derer sich die Zerfallsprodukte so ver-
diinnen, dafl die Wiedererzeugung vernachléssigbar wird.
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Auch fiir grofle Zeiten mufl es Abweichungen vom exponentiellen Zerfall
geben, falls der zerfallende Zustand durch Wirkung des Hamiltonoperators H
wéhrend der Zeiten t < 0 erzeugt worden ist. Die Forderung, daf§ die Schro-
dingergleichung auch zu negativen Zeiten gegolten hat, ist allerdings nicht
zwingend: was bei Praparation und Messung geschieht, hdngt vom Aufbau
der Quelle und des MeBapparates ab und wird nicht unbedingt durch den
Hamiltonoperator H beschrieben (vergleiche Abschnitt (6.5)).

Akzeptieren wir aber (9.2) fiir alle Zeiten, so ist der Betrag der Amplitude
a(t) fiir positive Zeiten genau dann exponentiell abfallend und durch Ce™%*
mit positiven Konstanten C und T beschrankt, wenn |a(t)| < Ce %7 zu allen
Zeiten gilt. In diesem Fall ist die Fouriertransformierte

a(E) = J %e%%(t) (9.16)

eine analytische Funktion komplexer Energien E im Streifen |J(E)| < h/T,
die zudem fiir reelle Energien E = E* < E,;;, unterhalb der Minimalenergie
verschwindet, wenn die Energie nach unten beschréinkt ist. Daher mufl a(E)

verschwinden. Dies steht aber im Widerspruch zu a(t) = [ \/%LQ%B a(E)

und a(0) = 1. Daher kann der Betrag der Amplitude a(t) nicht exponentiell
beschréankt sein sondern muf fiir grofle Zeiten langsamer abfallen.

9.3 Goldene Regel

i

Ein Energieeigenzustand kann nicht zerfallen, da aus W(t) = e »F'W(0) fiir
reelle Energie E sich w(t) = 1 ergibt. Herleitungen des exponentiellen Zer-
fallsgesetzes fiir einen Zustand, dem eine definierte Energie zugeschrieben
wird, widersprechen sich daher selbst. Auch kann die Energie E keinen ne-
gativen Imaginérteil /2 haben. Dies wiirde zwar zu w(t) = e~ fithren
und wird verwendet, um zerfallende Zustéinde zu parametrisieren ohne die
Zerfallsprodukte beschreiben zu miissen. Ein Hamiltonoperator, der die Zeit-
entwicklung eines zerfallenden Zustandes vollstdandig beschreibt, mufl aber
auch die Zerfallsprodukte und ihre Zeitentwicklung beschreiben. Er muf3 her-
mitesch sein, damit W(t) zu allen Zeiten normiert bleibt, und kann nur reelle
Eigenwerte haben.

Betrachten wir einen Hilbertraum, der von einem normierten Zustand Y
und von dazu orthogonalen, kontinuumsnormierten Basiszustdnden A, mit
E  E. aufgespannt wird

YN =1, YA, =0,  ApplApy =8E—FE)s(p—p). (9.17)
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Diese Basis sei der Zerlegung
H = Ho + Hiy (9.18)

des Hamiltonoperators angepafit und so gewéhlt, dal Y ein normierter
Ho-Eigenzustand mit Eigenwert By > B, im Kontinuum ist und dafl Ag,,
zum Kontinuum von Hy gehorende, verallgemeinerte Eigenzustdnde mit ei-
nem Entartungsindex p sind

HoY =EoY, HoAep,=EAgp, E Euin. (9.19)

Konkreter kann man sich bei Hy die Ruhenergie des zerfallenden Teilchens
und die kinetischen Energien einschlieilich Ruhenergie der Zerfallsprodukte
mit kontinuierlicher kinetischer Energie der Relativbewegung vorstellen und
bei p an Winkel denken, unter denen die Zerfallsprodukte auslaufen.

Wir betrachten die Amplitude

Agple wHEY (9.20)

fiir den Ubergang des normierten Ho-Eigenzustands Y in dazu orthogonale,
kontinuumsnormierte Ho-Eigenzustédnde Ag;, in niedrigster Ordnung in der
Wechselwirkung H;,; und entwickeln zu diesem Zweck e wM in eine Taylor-
reihe in tH;,;. Die Koeffizienten der Reihe entnehmen wir durch wiederholtes
Differenzieren der Relation
0peMM = J1dz AN YA T72ARN) (9.21)
0

Diese Relation beweist man durch Entwickeln beider Seiten

1= 1 1
> -] > ATTIAAN= Y i > o szzk (1—2)'AF3,A AL (9.22)
n " 1=0 k ol ’

mit der kombinatorischen Formel

! k!l!
Jodzzk(1 —z)' = CEaEnh (9.23)

Entwickeln wir mit (9.21) den Zeitentwicklungsoperator e~ =Mt nach H;.:t, so

verschwindet die Ubergangsamplitude in niedrigster Ordnung und ist bis auf
Terme hoherer Ordnung gegeben durch

A ; 1 . A
Agple mtty = —%t AgpHin Y J dze w=Fe w(1721tho - (9.24)
0
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Hierbei haben wir die Ho-Eigenwertgleichungen verwendet.

In dieser Ordnung wird die Wiedererzeugung von Y aus den Zerfallspro-
dukten und die Wechselwirkung der Zerfallsprodukte nicht erfafit.

Die z-Integration ergibt

—%Et _ e—%Eot

E—Eo
Die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t einen Zustand Ag, im Ho-Energiebereich

A vorzufinden, ist durch das Betragsquadrat dieser Amplitude bestimmt und
niedrigster Ordnung durch

CAeple Y = Ap o [Hi Y S (9.25)

Sin2<% (E_ZEO))
W(A,t) = J dEdp | AE,‘p|Hint’Y |2 ? (926)
A ()
gegeben. Wegen gilt fiir geniigend grofle Zeiten t etwa
At 2
Vy - % JdEdp | A plHineY [26(E — Eo) . (9.27)

Allerdings darf nicht der Grenzwert t — co genommen werden, weil sonst ho-
here Potenzen von tH;,; nicht mehr vernachléssigt werden konnen. Insbeson-
dere muf die Zeit t klein gegen die Lebensdauer des zerfallenden Zustandes
bleiben: fiir groflere Zeiten nimmt die Wahrscheinlichkeit, Zerfallsprodukte
zu finden nicht mehr linear mit der Zeit zu. Fiir kleine Zeiten t, die grof3
genug fiir die Ndherung (B.3) sind, deuten wir W(f’t) als Ableitung —% der
Wahrscheinlichkeit, den zerfallenden Zustand noch vorzufinden, und lesen die

Zerfallsrate ab.

Mordone Regel = 278 jdEdp | AeplHin Y P 5(E — Eo) (9.28)

Die Zerfallsrate setzt sich additiv aus partiellen Zerfallsraten dI" von verschie-
denen Prozessen zusammen

Al = 27t8(E — Eo) | Agp|HintY |*dEdp . (9.29)

Bei dieser Standardherleitung der Goldenen Regel ist die Zeit t geniigend
grof}, denn kein quantenmechanisches System kann fiir kleine Zeiten exponen-
tiell zerfallen (siehe Abschnitt (9.2)). Zusétzlich ist diese Zeit t klein gegen die
Lebensdauer T. Es ist bemerkenswert, wie gehorsam die Textbuchherleitung
der Goldenen Regel von Studenten akzeptiert und von Dozenten vorgetragen
wird. Die Annahmen iiber t schlieen sich im Grenzfall gegenseitig aus und
Fehler, die man fiir mittlere Zeiten macht, die sowohl geniigend grof als auch
geniigend klein sind, sind nicht leicht abzuschétzen.
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9.4 Zerfall ins Kontinuum

Man kann die Zeitentwicklung des zerfallenden Zustandes ohne Néherungen
exakt durch Integrale angeben. Die Goldene Regel ergibt sich im Grenzfall
kleiner und nichtresonanter Ubergangsamplituden.

Ein allgemeiner Zustand schreibt sich mit einem Entwicklungskoeffizien-
ten o = . YW und einer Wellenfunktion P(E,p) = Agp/V¥ in der Basis
(9.17) als Linearkombination

Y ="Y1o+ JdEdp Aep,W(E,p), WP(E,p)=0fiir E<Epy, . (9.30)

Die Wahrscheinlichkeit wo(A, W), bei einer Messung von ¥ die zu H,
gehorende Energie im offenen Intervall A zu finden, betrégt

" [ \dEdp (E, p)2 falls Eo / A
wo(A W) =
’ ol + [ o|dEdp Rp(E, p)>  falls Eo A

Es trigt also der Anteil Y1y zur Wahrscheinlichkeitsdichte der Energie eine
scharfe Linie bei Ey bei, die schéirfer als jede Detektorauflosung A ist und
deren Fliche [\o|? betrigt.

Die Wechselwirkung Hj, = Hifnt bewirkt Uberginge vom normierten
Ho-Eigenzustand Y ins Kontinuum und umgekehrt

(9.31)

}mmzﬁﬁwAmwam,}mmmzwmmw, (9.32)

V(E,p) = AgpHimY . (9.33)

Die Matrixelemente Y|H;, Y und. Ag |Hing/Ag, verschwinden in unserer
Rechnung. Dies ist keine wesentliche Einschrinkung, wir konnen uns solch
einen Teil der Wechselwirkung in Hy absorbiert vorstellen. Ebenso verschwin-
det V(E,p) = Agp/HinY fiir E < Epin.

Der Operator H;, ist auf Y nur definiert, falls H;;Y < oo ist.

JdEdp V(E,p)I* < oo (9.34)

Wie klein die Amplitude v(E,p) fiir Ubergéinge ins Kontinuum auch ist,
wenn sie bei einer Energie B nicht fiir alle p verschwindet, so gibt es keinen
normierbaren H-Eigenzustand mit dieser Energie. Die Gleichung (H—E)¥ =
0 bestimmt nédmlich die Energiewellenfunktion

_Vv(E,p)

P(E,p) = E_E,

o (9.35)
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und die Energie E; durch die gap-Gleichung (Energieliickengleichung)

%) 2
By —Eo=— medEdp % . (9.36)
Nur wenn [dp[v(Ey,p)|* verschwindet, ist P(E,p) eine quadratintegrable
Funktion.

Ist die Wechselwirkung v(E,p) geniigend grof3, so gibt es unterhalb der
kontinuierlichen Energien, dort verschwindet v(E,p), einen normierbaren
H-Eigenzustand, denn die Energieliickengleichung (9.36) hat fiir E; < Enin

genau eine Losung, wenn

o0 E 2
J aeap VBRI (9.37)

1.
e Emin E - Emin + €

e—0+
ist. Es ist ndmlich die linke Seite von (9.36) eine monoton steigende Funktion
von E; und die rechte Seite fallt monoton ab. Zudem ist fiir stark negative
E; die linke Seite von (9.36) kleiner als die rechte, fiir E; = E,;;, ist die linke
Seite grofer als die rechte, wenn die Wechselwirkung v(E,p) geniigend grof3
ist.

Wir untersuchen nun die Zeitentwicklung des Zustandes W(t) = e =Y,
der zur Zeit t = 0 als normierter Eigenzustand Y des ungestorten Hamil-
tonoperators Hy prapariert worden ist. Die Amplitude a(t) dafiir, dafl bei
Messung zur Zeit t der Anfangszustand gefunden wird, ist das Matrixele-

ment '
a(t) =. Yle wHty | (9.38)

Wir nutzen den Residuensatz und stellen e #Ht als Wegintegral iiber einen
Weg TI" dar, der das Spektrum von H in der komplexen Ebene im Gegenzei-
gersinn umlauft.

1
z—H

Die Formel kann mit dem Residuensatz fiir den Fall eines diskreten Spek-
trums HA,, = EzA, mit W(0) = ) Any, leicht bestétigt werden

1 i 1
Py d A /\n n—
Zijg ze ® z—H v

i 1 i
e wHE —% dze % (9.39)
r

- 2m

. JT
1 —d 1 —lEnt
= R;ﬂgrdze n Z_iEn/\nll)n: ;Anlbne n

und gilt auch fiir kontinuierliches Spektrum.
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Die negative Resolvente (z — H)~" kann als geometrische Reihe geschrie-
ben werden. Es gilt ndmlich fiir Operatoren A und V, wenn A und A —V
invertierbar sind,

A-V) T=(A1-ATV) "= (1-ATV) TA T = i(A“V)“A“ (9.40)

n=0

auf Zustdnden, auf denen die Reihe konvergiert. Wir schreiben daher

1 1 < _
Zz—H z—Hy— Hyy :;)<Z—H0Hmt) z—Hy (9-41)

Die Potenzen von (z — Hg) "Hiy sind auf Y leicht anzuwenden, da Y Eigen-
zustand zu ((z — Hp) 'Hiy )? ist. Mit der Notation

VB = | dp v(E,pIF (9.42)
gilt
1 v(E,p)
—H; = E — 4
T = [dEdpAg, TER (9.43)
] . V(E)?
<z—Hont) L JdE e SO (9.44)

Zum Matrixelement . Y|(z —H)~'Y. tragen demnach nur die geraden Po-
tenzen von (z — Ho) "Hiy bei.

1 - ] V(E)Pn T
’Y‘Z—HY N Z<z—Eo JdE z—E) z—E,

B [V(E)[*\—
= (Z—EO—JdE Z_E) (9.45)
Fiir a(t) folgt dann wegen (9.38) und (9.39)
1 ; 1
t)= — P dze v ) 4
a(t) zmﬁ ST (9.46)

Wir wihlen den Integrationsweg I' im Gegenzeigersinn um das Spektrum
so, dafl wir mit festem Imaginirteil ¢ > 0 die Punkte z = x 4 ie von x = oo
zu X = B, durchlaufen und nach einem Halbkreis um z = E,;, die Punkte
z = x —ie von x = E;, bis x = co. Wenn bei E; < E,;;, der Bindungszu-
stand existiert, kann sein Beitrag leicht getrennt beriicksichtigt werden. Wir
untersuchen eine so schwache Kopplung, dafl kein Bindungszustand existiert.
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Das Integral hingt nicht von € ab und wir werten es im Grenzfall ¢ — 0+
aus. In diesem Grenzfall verschwindet der Beitrag des Halbkreises bei z =
Emin und das komplexe Wegintegral wird zur Differenz von Integralen iiber
die reelle Achse.

I i . 1
a(t) = lim —J dx (e w el — (e = —¢)
01 21 e, ( x +ie — Eo + [dEAEL )
(9.47)
Wie in Anhang A gezeigt, ergibt der Grenzwert
1 1
lim — =PV— —imnd(x), (9.48)
e—0+ X + 1€ X

den Hauptwert von 1/x und die 6-Funktion. Damit kénnen wir das Integral
in die Form

alt) = JdE e W EYF(E) (9.49)

V(E
F(E) = V((E,lw ' (9.50)
E—Eo+ § dE/MEFEE 4 im V()2

bringen.

Der zerfallende Zustand ist durch die Ankopplung an das Kontinuum
nicht ldnger ein Energieeigenzustand, sondern eine Resonanz dhnlich der Lo-
rentzresonanz, denn fiir kleine Ubergangsamplitude V/(E) ist F(E) nahezu die
in gegebene Funktion Frgent,(E). Die Abweichungen von der Lorentzre-
sonanz fithren zu Abweichungen vom exponentiellen Zerfall.

Im Nenner von F(E) dominiert der Realteil

IV(E + E))2
— I S —
f(E)_E—EO+J[dE =

aufler in einer kleinen Umgebung der Nullstelle E von f (E). Der Zéhler V(E)
beseitigt die unphysikalischen Ziige der Lorentzresonanz. Er sorgt dafiir, daf3
die Energiewellenfunktion fiir E < E,;, verschwindet und verbessert das
Hochenergieverhalten, so dafl HY endliche Norm hat. Es existieren dann H
und Ay, allerdings hiingen diese Grofien vom Verhalten von V(E) fir E = €
ab und brauchen nicht mit der Resonanzenergie und der Breite iibereinstim-
men.

Wenn sich in der Umgebung der Nullstelle von f(E) der Imaginérteil des

(9.51)

Nenners von F(E) nicht stark verindert, kénnen wir ihn dort durch 7t|V(E)J?
ndhern und erhalten ungefahr
V(E
F(E) (E) (9.52)

(E—B)(1+0p f dE/VELER) L imv ()2
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mit der Resonanzenergie E, die durch die Energieliickengleichung f (B) =0
implizit definiert ist, und der Breite

27 [dp v(E,p)?

"= . (9.53)
V(E'+E,p)2
1+0¢ f dE/ dp -
In niedrigster Ordnung ist dies die Goldene Regel.
rGoldene Regel — 2m JdEdp 5(F— - ﬁ) ’ /\E,‘p‘HintT ’2 (954)

Die Zerfallsrate eines Zustands, der durch Ubergéinge in ein Kontinuum von
Energiezustinden zerféllt, ist das 27t-fache des Integrals der Betragsquadrate
der Ubergangsamplitude v(ﬁ,p) bei der Resonanzenergie £ mal einer Delta-
funktion fiir Energieerhaltung. Genauer zeigt Gleichung (9.50), daf8 der zer-
fallende Zustand kein Energieeigenzustand, sondern eine Resonanz &hnlich
der Lorentzresonanz ist.

Diese Herleitung der Goldenen Regel zeigt, dafl eine genaue Berechnung
der Ubergangsamplitude - Agp|HintY" in hoherer Ordnung Stérungstheorie
durch eine genaue Berechnung des Zeitverhaltens des zerfallenden Zustands
ergiinzt werden muB. Die Goldene Regel gilt in niedrigster Ordnung der Uber-
gangsamplitude.

Die Approximation (9.52) unterstellt nicht nur, daf§ V(E) klein ist, son-
dern auch, dafl V(E) glatt ist und nicht selbst eine Lorentzresonanz mit Reso-
nanzenergie E; und Breite I ist. Sonst unterdriickt zwar in (9.50) der Nenner
f(E1) (Eq— Ep) den Beitrag der Resonanz bei By, wenn aber die Breite Iy
klein gegen 27[V/(E)|? ist, so zerfillt zunichst der Zustand Y schnell als Re-
sonanz mit Energie E Dbis auf einen kleinen, langerlebigen Rest der Resonanz
mit Energie E; und Breite I7.

9.5 Allgemeingiiltigkeit

Wir haben in ganz allgemein die Amplitude dafiir ausgerechnet,
daf} irgendein normierbarer Zustand ¥(t), der als Wellenpaket aus kontinu-
ierlichen Energieeigenzusténden zusammengesetzt ist, mit dem Zustand ¥(0)
iibereinstimmt. Sei namlich der normierte Anfangszustand Y = W(0) aus kon-
tinuierlichen Energieeigenzustinden des Hamiltonoperators H zusammenge-
setzt. Der Projektor

P=|Y Y|, PP=P, 1=P+(1—P), (9.55)
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werde zur Definition des ungestorten Hamiltonoperators
Ho =PHP + (1 — P)H(1 — P) (9.56)
verwendet. Der Zustand Y = PY ist ein normierter Eigenzustand zu Hg
HoY = PHPY =7 Y|HY =E,Y (9.57)

mit Eigenwert Eq =. Y|HY , der im Kontinuum der Eigenwerte von Hy liegt.
Die Wechselwirkung

Hi,e = H—Hpy=PH(1 —P)+ (1 —P)HP (9.58)

macht Uberginge von Y zu dazu orthogonalen Zustéinden.

Jeder Zustand Y und jeder Hamiltonoperator H mit kontinuierlichem
Spektrum erfiillen also die Annahmen, die wir in Abschnitt gemacht
haben. Durch Wahl des beliebigen Zustand Y kann die Funktion F(E) in
(9.49) mit den Einschriankungen F(E) = 0 fiir E < Ep, und [dE[F(E)|* =1
beliebig vorgegeben werden. Die Amplitude a(t) nimmt daher normalerweise
nicht exponentiell ab.

Der Zustand zerfillt exponentiell, wenn die Amplitude v(E,p) fiir den
Zerfall in das Kontinuum der Zerfallsprodukte klein ist und nicht selbst re-
sonantes Verhalten zeigt.

9.6 Zerfall bewegter Teilchen

In relativistischer Quantenmechanik ist der Hamiltonoperator H = cP? eine
Komponente des Viererimpulses. Zu Lorentztransformationen A, die A% 1
erfiillen und daher die Zeitrichtung nicht umdrehen, gehéren unitéire Opera-
toren U(A), die auf Zustdnden mit ganzzahligem Spin die Lorentztransfor-
mationen darstellen.

U (A1) = U(A2)U(A4) (9.59)

Fiir halbzahligen Spin und fiir Lorentztransformationen, die die Zeitrichtung
spiegeln, sind die Verhéltnisse verwickelter [3, Kapitel 2]: Zeitumkehr ist als
antiunitdre Transformation realisiert und auf Zustdnden mit halbzahligem
Spin ist die Uberlagerungsgruppe SL(2,C) der Lorentzgruppe dargestellt.
Diese Komplikationen wirken sich aber hier nicht aus.

Die unitéaren Transformationen bewirken zeitrichtungstreue Lorentztrans-
formationen der Viererimpulse

U " (A)P™U(A) = A™, P, (9.60)
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Auf einen Viererimpulseigenzustand @, mit P™®, = p™d, angewendet
ergibt U(A) daher einen Eigenzustand mit lorentztransformiertem Vier-
erimpuls.

P™MU(A)D, = U(A)A™, PO, = A™ p"U(A)D, (9.61)

Fiir zerfallende Teilchen, die sich mit Geschwindigkeit v bewegen, folgt
hieraus, dafl ihre Lebensdauer T, durch Zeitdilatation vergroflert ist.

Ty = %To (9.62)
s

Die Relation ist aus quantenmechanischen Griinden nicht mathematisch ex-
akt. Es kann ndmlich streng genommen kein Teilchen in Ruhe prépariert
werden, dazu wiirde eine konstante, und daher nicht normierbare Ortswel-
lenfunktion gehoren. Arbeitet man, um die Lokalisationsenergie klein zu hal-
ten, mit Wellenfunktionen, die in einem groflen Raumgebiet konstant sind
und auBerhalb des Gebiets schnell gegen Null gehen, so sieht ein lorentz-
transformierter Beobachter in diesem groflen Raumgebiet den Zustand vor
langer Zeit und nach langer Zeit. Hat man schon die Idealisierung vollzogen,
dafl der Zustand exponentiell zerfallt, so entspricht diesem Zerfall fiir einen
lorentztransformierten Beobachter eine Wellenfunktion, die entgegen der Ge-
schwindigkeitsrichtung exponentiell anwéichst. Ahnlichen Schwierigkeiten be-
gegnet man, wenn man einen zerfallenden Zustand als Impulseigenzustand
und als Eigenzustand eines nichthermiteschen Hamiltonoperators beschrei-
ben will. Hat die Energie einen negativen Imaginérteil, so hat der lorentz-
transformierte Zustand einen komplexen Impulseigenwert. Die entsprechende
Wellenfunktion wéchst dann in einer Richtung exponentiell an.

Betrachtet man Wellenpakete und arbeitet man mit normierten Zustén-
den, so ist die Amplitude a(t) (9.4) schon fiir stabile Teilchen zeitabhingig.
Denn Wellenpakete freier, massiver Teilchen zerflielen, weil sie aus Anteilen
mit unterschiedlichen Impulsen und daher unterschiedlichen Geschwindigkei-
ten zusammengesetzt sind. Abgesehen davon ist die Amplitude

WL(0)W (1) (9.63)

eines mit Geschwindigkeit v bewegten Zustands aber einfach deshalb zeitab-
héngig, weil er sich mit Geschwindigkeit v bewegt und daher weniger und
weniger mit dem Wellenpaket zur Zeit t = 0 iiberlappt. Um fiir ein nahezu
monochromatisches Wellenpaket die Amplitude dafiir zu bestimmen, daf3 der
Zustand noch zur Zeit t vorhanden ist, mufl daher W, (t) mit dem um x = vt

i

verschobenen Zustand (5.26) e_hﬁvt‘l’v(O) verglichen werden.

a,(t) = e WP (0)W(t) = W, (0)ferPe w MY, (0) (9.64)
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Die mit Geschwindigkeit v bewegten Zusténde ¥, erhélt man aus ruhen-
den Zusténden ¥y, sie sind Eigenzusténde des rdumlichen Impulses P¥Yy = 0,
durch die unitédre Transformation

Y, = U(AMW)Y, (9.65)

die zur drehungsfreien Lorentztransformation A(v) gehort, zum Beispiel

;(1 E)
Ap) = | VI e ] (9.66)

1

fiir einen in x-Richtung bewegten Zustand. W, ist kein Impulseigenzustand,
wenn Yy instabil ist, da Wy kein Energieeigenzustand ist.

Setzen wir (9.65) in (9.64) ein und verwenden wir (9.60) so ergibt sich
mit u,,, = (ct,—vt,0,0)

: ‘Polu_le_%u”lpmu‘{lo =. \y0|e—%umuf1PmU\yO =. q]0|e_lﬁumAm“PnW0
(9.67)

Verwenden wir hier die idealisierte Relation P¥y = 0, so fallen alle Beitrége
von den rdumlichen Impulsoperatoren weg, und wir erhalten

C 1 2
ay(t) = Wole R ATy — ag(ZumATo) = ao(t/1 —%t) . (9.68)

Es zerfillt also das bewegte Teilchen langsamer als das ruhende. Nimmt die
Uberlebenswahrscheinlichkeit des ruhenden Teilchens exponentiell mit einer

Lebensdauer T ab, gilt also |ag(t)]? = e =, so gilt fiir das bewegte Teilchen
2
\/1- Z—Zt
lay(t)]? = e~ = . Es hat also eine Lebensdauer von
Ty= (9.69)
1
c2

Auf die Frage, ob Beschleunigung die Lebensdauer beeinflufit oder ob
quantenmechanische Teilchen ideale Uhren sind und die Weglénge der Welt-
linie messen, gibt es keine universelle Antwort. Man muf3 erwarten, daf§ die
Art der Beschleunigung wesentlich ist. So greift zum Beispiel ein Magnetfeld
in die Energieverhéltnisse von atomaren Niveaus ein und Beschleunigung in
einem Magnetfeld &ndert den Gang von Uhren, die Zeit mit atomaren Uber-
gidngen messen. Vergegenwartigt man sich, dafl der Begriff Eigenzeit von der
Lokalisation der Uhr auf eine Weltlinie Gebrauch macht, dafl solch eine Loka-
lisation zu verschiedenen Zeiten aber im Widerspruch zur Quantenmechanik
steht, erkennt man, dafl schon die Frage, ob quantenmechanische Uhren die
Weglédnge liangs einer Weltlinie messen, problematisch ist.
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Anhang A

lim, 04 ypr; = PV —ind(x)

zu untersuchen, wenden wir 1 — xde
X+i€e X< +€

Um den Grenzwert lime o4 55
auf eine reelle Testfunktionen t(x) an.
Der Imaginéarteil wird durch Variablensubstitution identifiziert.

_ d 1 . 1
det(x) 7(27—:&2 - —J% t(eg) W - —s1gn(e)det(ex) e

Bei stetigen, beschrinkten Testfunktionen t(x) strebt dies fiir e — 0+ gegen

d
—(0) J 1 +"X2 — _t(0) = — det(x) 5(x) . (A.2)
Der Realteil xzisl ist eine ungerade Funktion von x. Auf eine Testfunktion

t(x) angewendet, die fiir groBe x geniigend schnell abfillt, tragt daher nur
deren ungerader Anteil xt(x) bei.

t(x) — t(—x) = 2xt(x) (A.3)

oo o
= deﬂx) — ¢ Jd(g) 1 J: X_ﬁ(s(z)) (A.4)
= det(x) — ¢l de :E(_?;)z — de t(x)

Fiir differenzierbare Testfunktionen t ist T stetig ergénzbar bei x = 0 und
hat dort den Wert g—; Das Integral iiber T ist der Hauptwert (principal value)
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PV}( integriert mit einer Testfunktion t(x).

}ml“”_¢““)=hm(f}x1?+lﬁn{?):}h1? (A.5)

X e—0+ +e

Damit ist die Behauptung

. 1
lim -
e—=0+ X +1¢

_pv ! s (A.6)
X

gezeigt.
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Anhang B
2
limy o™ 3 = 78(x)

Das Integral mit einer Testfunktion f(x) schreibt sich als

sin?(tx) tx . sin? tx x . sin?x
dx f = |tdx f(— = |dxf(—- B.1
[0 =5 = (0 oy = [ax ) (B.1)
und strebt, falls f eine stetige, beschrinkte Testfunktion ist, fiir t — co gegen
sin?x
f(O)de X _fo). (B.2)
X
Es ist also 2( )
. osin“(tx
tlgg) > = 7t6(x) . (B.3)
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Anhang C

Bemerkung zur
Fouriertransformation

Fouriertransformation bildet quadratintegrable Funktionen 1 unitér auf qua-
dratintegrable Funktionen 1{ ab

B0 = [“Lepty), wix) = [ i), (C

denn das Skalarprodukt
Tx T ,dX —ixy . ixy’ g /
xF D) = [dydy’ T e g yly)  (C2)

stimmt wegen (5.51) mit dem urspriinglichen Skalarprodukt [dy ¢*(y)(y)

iiberein. Wegen f(x) = f(—x) fiihrt vierfach hintereinander ausgefiihrte Fou-
riertransformation zur Ausgangsfunktion f zuriick. Da die Fouriertransfor-
mation unitér ist, kann sie nur Eigenwerte A vom Betrag 1 haben, die zudem

AY = 1 erfiillen. Die moglichen Eigenwerte sind also = 1, i. Zerlegt man
eine Funktion in f = g + u in einen geraden g(x) = g(—x) und einen un-
geraden u(x) = —u(—x) Anteil, so kann man f als Summe von vier Eigen-

anteilen unter Fouriertransformation mit den Eigenwerten 1, i schreiben:
g=1/2(g+g)+1/2(g—¢g) und u=1/2(u—iu) + 1/2(u +it).

Dafl Fouriertransformation eine Funktion wie die Gauffunktion wieder
auf sich abbildet, ist also nicht aulergewohnlich.
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Anhang D

Ableitung der Determinante

Die Determinante einer Matrix M ist eine polynomiale Funktion der Matrix-
elemente M';. Aus ihrer Definition

det M = €41y...in Mh ]Mizz . Mi“n (Dl)
folgt durch Differenzieren

0det M ) N N )
Ve = €y 1,141 ein MY 1... M1 i—1 MU+ LTS IR Mlnn . (DQ)
)

Multipliziert man das Ergebnis mit M und summiert iiber i, so erhélt man
wieder die Determinante, wenn 1 = j ist. Im anderen Fall 1 = j erhélt man
Null, weil in der Summe mit dem e- Tensor schon M, steht und ¢ total

antisymmetrisch ist. Damit ist die Ableitung %" identifiziert.
)

0detM

— = det M(M 1), D.
M, et M( ) (D.3)

Die Ableitung der Determinante einer einparametrigen Schar von Matri-
zen M () ist daher nach Kettenregel

dadet M(x) = det M(M"); 9, MY . (D.4)

Ist fiir &« = 0 die Matrix M(0) = 1, so ist dort die Ableitung der Determinante
die Spur der abgeleiteten Matrix 0,4M,, _,

dadet M, =1 850, MY, _, =0 MY, =tr 3. M, (D.5)
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