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Ubungsaufgaben

Produktintegration

1) Berechne folgende Integrale.
1

a) f, x-e¥dx=

b) f_31e‘x 3xdx =

c) flzx ‘In(x) dx =

d)f:x-\/x+5dx=

2) Berechne folgende Integrale durch mehrfache Anwendung der Produktintegration.
a) f_oz(x2 + 2x +4)-e¥dx =

b) f: sin(x) - x%dx =

3) Berechne den Flacheninhalt der Flache, die der Graph der Funktion f mit
f(x) = (x* — 9) - e* mit der x-Achse einschlieft.

4) Berechne.

a) fozn cos?(x) dx

3
b) fgn sin(x) - e* dx
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Substitution

1) Berechne folgende Integrale.

dx =

a) f3 4x+1

2 6
b) fl 2D dx =

c) f_zz et 2 dx =

3 4

d) fl eu—_‘}dx =

e) f:(x— 1- e_%x)dx =

2) Die folgenden Integrale lassen sich sowohl durch Integration mit Substitution als
auch durch Produktintegration bestimmen. Berechne jedes Integral auf zwei
verschiedene Arten.

a) flze %-ln(x) dx =

b) fE: sin(x) - cos(x) dx =

c) fon sin®(x) - cos(x) dx =

3) Gib verschiedene Funktionen u an, bei denen das Integral durch Substitution
berechnet werden kann.

a) ff(xz +x)% - u(x)dx =
b) f: eX**2.y(x)dx =

Q) fb 4x?2 dx =

a Ju(x)

d) f; (u()" - 4x® dx =
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Bogenlange einer Kurve

1) Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x - Vx.
Berechne die Bogenlange zwischen den Punkten A(1|1) und B(4|8).

2) Berechne die Bogenléange des Schaubildes der Funktion f mit f(x) = %(eJr +e*)im
Intervall [—a; a].

3) Beim Ballweitwurf erzielt Tom eine ebene Wurfdistanz von 90 m. Die maximale
Flughohe betragt 28 m. Berechne die Lange der Flugbahn des Balls.
(Hinweis: Die Flugbahn darf als Parabel angenahert werden.)
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Rotation um die y-Achse

1) Das Schaubild der Funktion f mit f(x) = 3x* — 2 schlieBt im Intervall | [0; \/é] mit der x-Achse

eine Flache ein. Bei der Rotation der Flache um die y-Achse entsteht ein Rotationskdrper.
Berechne dessen Volumen.

2) Eine Obstschale hat ein parabelférmiges Profil mit einer Hohe von 30 cm sowie einem
Durchmesser von 30 cm.
a) Bestimme die Gleichung der zugehdrigen Parabel.

b) Berechne das Volumen der Obstschale.

3) Das Schaubild der Funktion f mit f(x) = g sowie die y-Achse und die Geraden mit den Glei-
chungen y = 3 sowie y = 12 begrenzen eine um die y-Achse rotierende Flache.

a) Skizziere den beschriebenen Sachverhalt.

b) Berechne das Volumen des Rotationskdrpers.

4) Die Schaubilder der Funktionen f und g mit f(x) = 4 — x* und g(x) = 3x* begrenzen im posi-
tiven x-Bereich eine Flache, die um die y-Achse rotieren soll.

a) Skizziere den beschriebenen Sachverhalt.

b) Berechne deren Flacheninhalt.
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Losungen zu Ubungsaufgaben

Produktintegration
1)

a)folx-exdx=[x-ex](l)—foll-exdx=[x-ex](l)—[ex](l)=1-e1—0-e°—(el—e°)=e—
e+1=1

b)f e ¥ 3xdx =[3x-(—e™)]3 f 3-(—e™)dx = [-3xe *]3; — [3e7*]3,

=(—9e 3 —3e!)— (Be 3 —3el)=—-12e73

c) flzx ‘In(x) dx = [ln(x) -%lej - flz % . %xz dx = [ln(x) -%xZ]: - ExZ]i =(2-In(2) - 0) —

(1-3)

3
=21n(2)—2

4 4 1 2 a4 2 2
d) J, x Vx+5dx = [ x-(x+5)2dx=[x-—(x+5)2] = Jy 15 (x +5)2 dx
0
* 324 4

[x —(x+5)] —[—(x+5)2] _72—(T—E-25\/§)z22,107

2)

a) f_oz(x2 +2x +4)-e¥dx = [(x? + 2x + 4) - e*]°, — f_OZ(Zx +2)-e*dx

= [4—4e‘2]—f0(2x+2)-exdx =[4 — 4e7?] —([(2x+2)-ex]0_2 —JO
-2 -2

=[4—4e %] — ([2—(—2e72)] —[2e*]%,) = [4 —4e 2] — ([2 + 2e7 2] -[2 — 2e72])
=4 —4e %2 —4e 2 =4—8e?

2-exdx>

b) f: sin(x) - x?dx = [x% - (— cos(x))]F f 2x - (—cos(x)) dx = m? — f 2x - (—cos(x)) dx
=n? - <[2x - (—sin(x)]¥ — fHZ - (= sin(x)) dx) =m?— (0 —[2-cos(x)]F)
0

3) Schnittstellen mit der x-Achse: x; = 3, x, = —3
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3 3 3
- f (x2=9)-e¥dx = [(x2—9)-ex]33—f 2x-exdx=0—<[2x-ex]33—f 2-exdx>
-3 -3 -3
=0—(6e3— (—6e73) — [2e¥]3;) = 0 — (6e + 673 — (2¢3 — 2¢7%))
= —6e3 —6e73 +2e3 —2e73
= —4e3 —8e7 3~ —80,74 - A ~ 80,74

4)

a) fozn cos®*(x) dx = fozn cos(x) - cos(x) dx = [cos(x) - sin(x)]3"™ — fozn—sin(x) - sin(x) dx

21 21 21 21
= f sin?(x) dx = f 1 —cos?(x)dx = f 1dx — f cos(x) dx
0 0

0 0
21 21 21 2m
- f cos?(x) dx = f 1dx —f cos(x)dx | +J cos(x) dx
0 0 0 0

21 21
—>2-f cos(x)dx=f 1dx |:2
0 0

2w 1 2T 1 1
dx==-| ldx==[x]3"==-2n=
—>JO cos(x) dx ZJO x=5 [x]§ S en=m

3 3 3
b) JZ" sin(x) - e* dx = [sin(x) - ex]én — JZ" cos(x) - e dx
3 g7T %n
= —e2" — ([cos(x) - e*]2" — J

0

3 i
—sin(x)-e*dx =—e2" - (0—1) — j sin(x) - e* dx
0
3
57T

3

2" 3. 2
- sin(x) -e*dx = —e2" +1—

0 0

3
ETE
sin(x)-e*dx |+ f sin(x) -e* dx
0
2" 3
—>2-f sin(x) -e*dx = —e2" + 1 [:2
0
3 3
2" —e2" +1
- j sin(x) re*dx = ——
0 2
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Substitution

1)

4 3
a) f3 yro, dx:

Substitution: u = 4x + 1 — % =4 ->dx = %du

f‘* 3 e =3 f‘* 1 e =3 f‘*l 1d 3 f‘*ld 3 In(w)]*
- — . — . — — — . — — —
S Ax+1 L Ax+1 Jua =g )y =g InGls

Riicksubstitution: u = 4x + 1 - [ ——dx = - [In(4x + 1)]§ = 2 (In(17) — In(13))

2 6 ,
b) f1 (Zx_1)3dx.

Substitution: u =2x —1 - % =2->dx = %du

fz o d 6[2 ! d 6[21 1d f21d 3[2—3d
- _ = . — — . —_ — . J— — .
L 2x—13 L 2x—13 Lud 2™ Lust o

1 3 3 117
_ cy—212 = — 212 = _ 2. =
Rucksubstitution 2x—1- [° =—= [ ! ]2 =-2. (1— 1) =1
=X 1 (2x-1)3 2 lex-02l) 2 \9 N
2 4-2x
c) [ e dx:
Substitution: u = 4 — 2x — % =—-2-dx= —%du
—>f et 2% dx =—1-f2e“du= L [e¥]?
- 2 ), 2 -
Ricksubstitution: u = 4 — 2x — f_zz et™2X dx = —%- [e*™2%]2, = —%- (1—-e® = —% + %es
d) f3—4_ dx = 4f3—1_ = 4f13 e*t™2% dx:
Substitution: u = 4 — 2x — % =—-2-dx= —ldu
4 3 1 3
ﬁfmd%':‘l-f er—_Al_dX:‘l-f et ¥ dx =4 ( )f udu=—2'([eu]§)
1 1
Riicksubstitution: u = 4 — 2x —>f ——dx =-2-([e*#]3) =-2-(e7? —e?) = —2e7% + 2¢?
e)f0 (x—l—e B )dx—f (x—1)dx—f e” 2" dx:
4 4
1. Integral: [/ (x — 1) dx = [Exz - x]o =8—-4=
2. Integral: Substitution: u = —%x - % = —% —»dx=-2-du
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4 1 4
—>J (e_fx)dx=(—2)f etdu = -2[e*]}
0 0

..kb..__l 4 " e 4 Ly
Rucksubstitution: u = —~x - [ (x—l—e z )dx—fo(x—l)dx—foe 2 dx =4+

1 .4
2]e™ 3
[,

=4+2(?-1)=2+2e?

2)

a) flze %-ln(x) dx:

Produktregel: f12e %-ln(x) dx = [In(x) - In(x)]3¢ — flzei ‘In(x)dx |+ f12e% “In(x) dx
-2 flze% -In(x) dx = [In(x) - In(x)]%® |: 2

> 7% = In(x) dx = 3+ [In(x) - In(x)1° = 3 - (In(2€))?(~ 1,43)

Substitution: u = In(x) — Z—z = % —>dx=x-du

2e 1 2e ln(x) Zeu 2e 1 2e
—>f —-ln(x)dx=f dxzf —-x-du:f udu=[—u2]
1 x 1 X 1 X 1 2 1

2e 1
1

== (In(2e))?

Riicksubstitution: u = In(x) - [ 2-In(x) dx = [>- (n())?] " =2

b) é: sin(x) - cos(x) dx:

3 3 3
Produktregel: ff: sin(x) - cos(x) dx = [sin(x) - sin(x)]ﬁn - ff: cos(x) - sin(x)dx |+
F P

2
3

=TT
[ cos(x) - sin(x)

=TT

: 3 3

-2 ff: cos(x) - sin(x) = [sin(x) - sin(x)]z: |: 2

- ff:: sin(x) - cos(x) dx = % [sin(x) sin(x)é: = % 1-1=0
1

cos(x)

Substitution: u = sin(x) - % = cos(x) » dx =

%" 2" 1 %" 1 12"
- f sin(x) - cos(x) dx = f u-cos(x) - du = f udu = [—uz]l
%,T %,T cos(x) 2 I

| =
S

el

=2 (1-1)=0

NIR N[Ww N
Bl

3
Rucksubstitution: u = sin(x) - ff: sin(x) - cos(x) dx = Esinz(x)]
2

c) fon sin®(x) - cos(x) dx:

Produktregel:
Vs

f sin?(x) - cos(x) dx = [sin?(x) - sin(x)]% — f
0 0

s T

2sin®(x) cos(x) dx | + f 2sin?(x) cos(x) dx

0

-3 Jnsinz(x) - cos(x) dx = [sin?(x) - sin(x)]F |:3
0
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- [sin?(x) - sin(x)]% = % (0-0)=0

[SSRIT

- fnsinz(x) - cos(x) dx =
0

1
cos(x)

Substitution: u = sin(x) - % = cos(x) » dx =
Vs

Vs s s
- J sin®(x) - cos(x) dx = f u? - cos(x) - ! du = f utdu = [1u3]
0 0 cos(x) 0 3 0

Ricksubstitution: u = sin(x) - fon sin?(x) - cos(x) dx = Esin?’ (x)]z = % 0-0)=0

3) jeweils richtig begriindete Moglichkeiten

Bogenléange einer Kurve

1) flx) =x- \/_—xz —)f(x)——xz:_\/_

L—J /1+(f(x))2dx—J ’ dx—J ’1+ x dx
> du

Substitution: u =1+ - x—>————>dx——

—>f ;1+ xdx—J\/ﬂ—du— f\/_du—g[ug]j

3
. T 9 4 9 _4234_42 9 \z2| _ 8
Rucksubstitution: u =1+ -x - [ |1+ xdx = [Euz]l_E [5(1 +Zx)] =

(2]

4

1

2) f() = (¥ +e7®) = f'(x) =5 (e* — ™)

L=fb /1+(f’(x))2dx=f_a \/1+<%(ex—e‘x)>2dx=f_a \/1 +%(ex—e‘x)2dx

Aufgrund der y-Achsensymmetrie lasst sich das Integral folgendermalRen umschreiben:

a 1 a 1
L=f 1+—(ex—e‘x)2dx=2-J 14+ —(e*—e™)%dx
T a . 4

— fa 1+1 2x 1+1 —Zxd
), 4°7 T T
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‘1 ¢ “1
=2-f —(e2x+2+e_2x)dx=2-f —(ex+e_x)2dx=2-f s(e*+e ¥)dx
o 4 0 A4 o 2

= [e* —e™™]§
— (ea _ e—a) _ (eo _ eO) =t —p @

3) Lange des Wurfes 2 Schnittstellen mit der x-Achse — N; (—45]0), N,(45]0)
Maximale Flughohe 28 m — Scheitel S(0]28)

— Gegebene Punkte fiihren auf die Parabelgleichung p:
28 56

_ 28 _ _ 28 2  aE2y_ _ 28 2 S _ 56
p(x) = 2025(x+45)(x 45) = 2025(x 45%) = 022X +28;p'(x) = oz X

Aufgrund der y-Achsensymmetrie lasst sich das Integral folgendermal3en bestimmen:

1
2 7

v=2 [ e (par) dr=2e [ 14 ez [ (14 o )
), 20257) T 4100625 T, 4100625

45

3
2 4100625 3136 2

— . |2 220T0eY _2790 2 ~
=213 "g272x (1+4100625x) 1096

10
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Rotation um die y-Achse

1) f(x) = 3x* — 2: Neue Integrationsgrenzen: y, = f(0) = —2; y, = f<\E> =0

Bildung der Umkehrfunktion £: f(x) = y = 3x* — 2 - Umstellen der Funktionsgleichung nach

x fuhrt auf: / = f(y)

0
_ y+2 1 2
”:”f (fo ) |y =ne gy e
-2

0

=TT = -7 = 2’
2) a.) AnsatZ |U| d|e Pa| abel: ’ (X) = ax

30 cm Hohe und 30 cm Durchmesser fuhren auf den Punkt P(15|30) = f(x) = 12_5x2

b) Bildung der Umkehrfunktion f: f(x) =y = %xz S>fiy)=x= ’1?53;
00z 3015 15 ,1°°
SV=n f (f(y))zdy = f —ydy=m" [—yz] = 33757 ~ 10602,88cm?® ~ 10,6l
0 0o 2 4 0

3) a) Skizze: /kﬂ

|
N

3 2 10 1 2 3%

b) Bildung der Umkehrfunktion f: f(x) =y =2 - f(y) = x = g
12 2 12 6 2 1236 36 12

—>V=7T'J ) d =n-f (—) dy=m-| —d =n-[——] =m-(=3-(-12)
3 (F) ay )@ 2 v, ( )

=91 =~ 28,27VE

4) a) Skizze:

2lad 112%

b) Schnittpunkte von fund g: S;(—1]3), S, (1]3)
Bildung der Umkehrfunktionen f und g:

f@=y=4—x‘*ﬁf(y>=x=‘:/4—y;g(x>=3x2ag<y>=x=\/;y

11
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2
—>V=7T-J:(g'(y))zdy+n-J:(f(y))zdy=7T-fo3 \/; dy+7T-L4(f/4—y)2dy

31 * 1,7 2 1" 3 2 13
=T['J —ydy+rc-f,/4—ydy=rt-[—y2] +n-[——-(4—y)7] =-m+-m=—m
03 3 67 lo 3 3 2 3 6

12



