Mathe+ 6.1 Stammfunktionen

1. Didaktische Vorbemerkungen

In LPE 5 werden gebrochenrationale Funktionen, Logarithmus-, Wurzel- sowie die Tangens-
funktion behandelt. In der LPE 6 geht es darum, Stammfunktionen zu diesen Funktionstypen
zu bestimmen. Dabei werden die Stammfunktionen mit geeigneten Hilfsmitteln gefunden und
die Ergebnisse durch Ableiten tberprift.

Man kann sich beispielsweise folgendes Vorgehen vorstellen: Zunachst kann man die Schi-
lerinnen und Schiler an einigen Beispielen versuchen lassen ,von Hand“ Stammfunktionen
zu den Funktionstypen aus LPE 5 zu bestimmen. Schnell wird deutlich werden, dass man
auf diese Weise nicht sehr weit kommt. Abhilfe konnen folgende Mdglichkeiten schaffen:

e Stammfunktionen werden mit Hilfe elektronischer Mathematikwerkzeuge bestimmit.

e Stammfunktionen werden in Integrationstabellen nachgeschlagen. Die dort angege-
benen allgemeinen Integrale kann man beispielhaft an konkrete Beispiele anpassen.

e Aus der Kettenregel werden ,einfache” Integrationsformeln gewonnen, mit deren Hilfe
Stammfunktionen bestimmt werden.
Die Integration bei linearer Verkettung kennen die Schilerinnen und Schiler schon
aus dem regularen Mathematikunterricht. Dies kann man nun beispielhaft auf die Lo-
garithmusfunktion Ubertragen.

Schoner ware es natirlich, Stammfunktionen nicht vom CAS-System berechnen lassen zu
mussen oder sie nachzuschlagen, sondern selbst berechnen zu kénnen. Daher entsteht aus
der Vorgehensweise in LPE 6 eine Moativation fiir das Wahlthema ,Vertiefung der Integral-
rechnung* der LPE 7.

2. Stammfunktionen mit Hilfe elektronischer Mathematikwerkzeuge

CAS-Systeme sind heute weit verbreitet. Ein kostenloses System stellt beispielsweise die
Seite wolframalpha.com zur Verfigung.

Mit dem CAS-System kann man zu den Funktionstypen aus LPE 5 Stammfunktionen finden.
Durch Ableiten ,von Hand" kénnen die Schilerinnen und Schiller die Ausgaben des CAS-
Systems Uberprufen. Das auf diese Weise gewonnene Vertrauen in das System darf natdr-
lich nicht so weit gehen, dass man anfangt, die Ergebnisse des Systems blind zu glauben.

Die Schulerinnen und Schiler kdnnen mit dem CAS verschiedene Funktionsterme ,auspro-
bieren“ und sich auf diese Weise mit dem CAS-System und den Stammfunktionen vertraut
machen. AbschlielRend ware es beispielsweise denkbar, im Kurs arbeitsteilig eine Integrati-
onstabelle fur die wichtigsten Funktionen zu erstellen. Dabei kdnnte im Kurs die Frage disku-
tiert werden, welche Funktionen (und aus welchem Grund) in diese Tabelle aufgenommen
werden sollten.

Versucht man mit Hilfe des CAS-Systems Stammfunktionen fur vermeintlich einfache Funkti-
onen wie etwa
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zu bestimmen, so stellt sich heraus, dass diese keine elementaren Stammfunktionen besit-
zen. Damit ergibt sich eine Motivation zum zweiten Teil der LPE 6, den numerischen Verfah-
ren zur Integration.

(x>0,x#1)

3. Stammfunktionen mit Hilfe von Integraltabellen

3.1 In Integraltabellen findet man nicht immer ganz genau die Funktion, deren Stammfunkti-
on man wissen will, oft ist eine gewisse ,Anpassung” des Funktionsterms nétig. In der , Ta-
belle der unbestimmten Integrale” im Buch von Bronstein, Semendjajew ,Taschenbuch der
Mathematik” findet man beispielsweise

eax
fxeaxdx=?(ax—1)+6, C eR

Anmerkung: Dabei ist zu beachten, dass Formelwerke und elektronische Hilfsmittel in der
Regel die Integrationskonstante C weglassen. Formelsammlungen weisen auf diesen und
andere systematische Fehler an zentraler Stelle hin. Die Integrationskonstante gehért immer
dazu und muss selbst ergéanzt werden.

Mit obiger Formel kann man zum Beispiel folgendes unbestimmte Integral 16sen:
f(l —x)e ?* dx.

Um die Formel anwenden zu kénnen, muss man den Funktionsterm zerlegen, ehe man mit
a = —2 die in der Tabelle angegebene Beziehung verwenden kann:

J.(l —x)e %* dx =fe_2x dx—fxe‘zx dx

1 e—Zx
=—§e‘2x— 2 (—2x—-1)+C
— (1 1) —2X + C
= 2x 2 e .

3.2 Integrationstabellen kdnnen tberraschende Fragen aufwerfen, wie es beispielsweise bei
folgender Formel der Fall ist:

1 1
f sin®(ax) dx = = x ——sin(2ax) + C.
2 4a

Denn es stellt sich die Frage, wie man diese Formel durch Ableiten tUberpriifen kann, da sich
zunéchst einmal nur
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ergibt. Aus dem Additionstheorem der Cosinusfunktion folgt

cos(2ax) = cos?(ax) — sin?(ax).

Und damit

N| —

i 1cos(Zax) = % — 5 (cos?(ax) — sin?(ax)).

2 2

Da 1 = cos?(ax) + sin?(ax) ist, erhalt man weiter:

(cos?(ax) — sin?(ax)) = % 1-— % (cos?(ax) — sin?(ax))

N| =
N| =

= % (cos?(ax) + sin?(ax)) — % (cos?(ax) — sin?(ax))

= sin?(ax).

4. Stammfunktionen, falls der Zahler die Ableitung des Nenners ist
Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich die Regel:

e

00 dx =In(|[f(x)]) +C.

Man hat hier im Rahmen der LPE 6 eine Regel, die es mdglich macht, eine Stammfunktion
zu berechnen, statt sie nachschlagen zu missen oder die Berechnung einem CAS-System
zu uberlassen.

4.1 Eine direkte Anwendung dieser Regel hat man bei der Tangensfunktion:

ft()d—fsm(x)d—l D +C
an(x) dx = cos(x) x = —In(] cos(x)]) .
Diese Stammfunktion gilt nur jeweils fir einen Ast des Tangens. Man kann damit also bei-
spielsweise nicht von 0 bis & integrieren.

Digitale Mathematikwerkzeuge lassen sich hier gut zur Veranschaulichung einsetzen. Die
Schilerinnen und Schiiler kénnen sich anhand der gezeichneten Schaubilder verschiedene
Zusammenhange zwischen Funktion und Stammfunktion klar machen.
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gezeichnet: f(x) = tan(x)

Beispielsweise hat das Schaubild von F bei T(—mr|0) einen Tiefpunkt und das Schaubild von
f hat an der Stelle x = —r eine Nullstelle mit einem Vorzeichenwechsel von — nach +.

4.2 Gebrochenrationale Funktionen, bei denen der Zahler die Ableitung des Nenners ist,
lassen sich wie die Tangensfunktion behandeln:

f 4x + 3x?
2x2 + x3

dx = In(|x3 + x?|) + C.

Dabei muss der Integrand manchmal zuvor noch ein wenig umgeformt werden:

f 18x?
2x3+1

p _3f 6x2
S BT

dx =3In(|2x3 + 1)) + C.

4.3 Indem man die Formel fiir ,Zahler ist Ableitung des Nenners” ein wenig modifiziert, erhalt
man beispielsweise:

f'(x)
V()

dx =2.f(x)+C.
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Beispiel: Mit f(x) = e?* + 2 folgt aus dieser Regel:

26,2x
2x+ dx =2+e?*+2+C.
Ve

5. Weitere Mdglichkeiten

Erganzend sind hier zwei weitere Beispiele aufgefihrt (von vielen anderen denkbaren Mdg-
lichkeiten), wie man bei besonderen gebrochenrationalen Funktionen Stammfunktionen be-
stimmen kann.

5.1 Hat der Nenner einer gebrochenrationalen Funktion die Form ax™, so lasst sich die
Funktion durch Zerlegung des Funktionsterms elementar integrieren, etwa

Jx3—x2+xd _f(l 1+ 1)d
2x3 )G T T o)

O ) gy
B e R

5.2 Gebrochenrationale Integranden, deren Z&hler und Nenner linear sind, lassen sich fol-
gendermalien integrieren:

ax+b a bc—ad 1
f dx=f(—+ . )dx
cx+d c c cx+d

a bc — ad
=—x+
c

In(Jex+d])+C.

Die verwendete Zerlegung des Integranden kann man durch Nachrechnen verifizieren:

a bc—ad 1 a(ex+d)  bc—ad
c cx+d c(cx+d)  clex +d)

acx + ad + bc — ad
c(ex +d)

c(ax + b)
c(ex+d)

Ein Zahlenbeispiel:

sz_gd _f(l 11 1 )d
x+5 77 )27 2 ax+5)

_ 1 11l (l4x+5)+C
= 5 x— g In(j4x .
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Eine Probe durch Ableiten bietet sich hier besonders an, nicht zuletzt mit Blick auf die Inten-
tionen der LPE 6.

d <1 1 +5I))—1 11 4
dx \2 X7 g U =278 4x+5
4x +5 11

T 2(4x+5) 2(4x+5)
_ 4x — 6

~ 2(4x +5)

_2x—3

C4x+5




